Esercizi1 by Cicognani, Massimo
Esercizi di Analisi Matematica A
Massimo Cicognani
ii
Indice
1 Testi 1
1.1 Numeri reali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Numeri complessi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Limiti di successioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Limiti di funzioni di una variabile reale . . . . . . . . . . . . . 10
1.5 Calcolo differenziale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.6 Integrali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.7 Domande di teoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.8 Compiti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2 Soluzioni 33
2.1 Soluzioni numeri reali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2 Soluzioni numeri complessi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3 Soluzioni limiti di successioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.4 Soluzioni limiti di funzioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.5 Soluzioni esercizi calcolo differenziale . . . . . . . . . . . . . . 75
2.6 Soluzioni esercizi integrali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
2.7 Soluzioni compiti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
iii
iv INDICE
Questa e` una selezione di alcuni esercizi e compiti d’esame collegati ai corsi
di Analisi Matematica LA tenuti dall’autore presso la Facolta` di Ingegneria
II dell’Universita` di Bologna, sede di Cesena.
Vengono prima proposti tutti i testi, poi, nel capitolo successivo, vengono
date tutte le soluzioni. Per comodita` del lettore, prima di ciascuna soluzione
viene riproposto il testo completo.
Gli argomenti proposti sono: numeri reali, numeri complessi, limiti di suc-
cessioni, limiti di funzioni di una variabile reale, calcolo differenziale per
funzioni di una variabile reale, integrali. Nel primo capitolo, si propongono
inoltre alcuni titoli di brevi relazioni che il lettore e` invitato a scrivere. Si
tratta di quesiti che possono essere inseriti nelle prove scritte d’esame ma la
loro principale utilita` consiste in una traccia per rielaborare i contenuti del
corso in maniera organica durante lo studio personale. Per la loro redazione,
il lettore puo` consultare il testo Lezioni di Analisi Matematica A dello stesso
autore, che illustra in quale maniera gli argomenti sono sviluppati durante i
corsi, e/o, ovviamente, un qualunque manuale di Analisi Matematica.
v
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Capitolo 1
Testi
1.1 Numeri reali
Esercizio 1.1.1 Determinare tutti i t ∈ R per i quali (|t| − 1)2 ammette
reciproco.
Esercizio 1.1.2 Trovare tutti gli m ∈ Z tali che
m+ 5√
m+ 3
e` un numero razionale.
Esercizio 1.1.3 In ciascuno dei seguenti casi dire se l’insieme A ⊂ R am-
mette massimo, minimo, estremo superiore, estremo inferiore e, in caso
affermativo, determinare tali elementi:
(a) A = [0,
√
2] ∩Q
(b) A = [
√
2,
√
3] ∩Q
(c) A = [0,
√
2] ∩ (R−Q)
(d) A = (−∞,√2] ∩Q
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Esercizio 1.1.4 In ciascuno dei seguenti casi dire se l’insieme A ⊂ R am-
mette massimo, minimo, estremo superiore, estremo inferiore, se e` limitato.
(a) A =
{
2n+ 1
n
| n ∈ N∗
}
(b) A =
{
n− 1
n
| n ∈ N∗
}
(c) A =
{
3n2 + 1
n2
| n ∈ N∗
}
(d) A =
{
1
n2 + 1
| n ∈ N∗
}
Esercizio 1.1.5 Sia
A =
{∣∣∣∣ 3xx+ 1
∣∣∣∣ ; −12 < x ≤ 2
}
.
Scegliere le affermazioni corrette tra le seguenti:
(a) supA /∈ A
(b) inf A = minA = 2
(c) maxA = 3
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Esercizio 1.1.6 Per I = [1/3,+∞) si consideri la funzione
f : I → R, f(x) = exp
(∣∣∣∣2x− 1x
∣∣∣∣) .
Determinare, tra i seguenti intervalli, l’insieme J = f(I) dei valori assunti
da f .
(a) [e, e2) (b) (e−2, e]
(c) [1, e2) (d) (e,+∞)
(e) (0, e2) (f) un altro intervallo
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Esercizio 1.1.7 Utilizzando il principio di induzione dimostrare:
(a)
n∑
k=0
2k = 2n+1 − 1, n ≥ 0
(b)
n∑
k=1
(2k − 1) = n2, n ≥ 1.
Esercizio 1.1.8 Provare che nei rispettivi domini
(a) arcsinh x = log(x+
√
x2 + 1)
(b) arccosh x = log(x+
√
x2 − 1)
(c) arctanh x =
1
2
log
1 + x
1− x
Esercizio 1.1.9 Sia A = A+ ∪A− con
A+ =
{
x+
2
x
;x > 0
}
, A− =
{
x+
2
x
;x < 0
}
.
Scegliere le affermazioni corrette tra le seguenti:
(a) supA = +∞
(b) inf A+ = 2
√
2
(c) A+ non ha minimo
(d) A− non ha massimo
(e) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Esercizio 1.1.10 Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni di variabile
reale x.
(a)
x2 − 2x
x2 − 4x+ 3 > 0
(b) log(x− 1)2 − log(x− 2) > 0
(c) ex + e−x <
10
3
(d) 8x+1 ≥ 2x2
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(e) log(1− sinx) ≥ 0
(f) |x|
√
1− 2x2 > 2x2 − 1
(g) sin2 x = 2 cos2 x− 1
2
(h) esin
2 x−sinx ≤ 1
(i) 2
∣∣∣x2 − x∣∣∣ > |x|
(j) (x+ 1)x
2−1 > 1
(k) 3|x
2−4| = 0
1.2 Numeri complessi
Esercizio 1.2.1 Porre in forma algebrica i seguenti numeri complessi z
identificandone la parte reale e la parte immaginaria. Per ciascuno, poi,
trovare il modulo, il coniugato ed il reciproco.
(a) z =
2 + 5i
1 + i
(b) z =
2 + i
1− 3i
Esercizio 1.2.2 Determinare tutti i numeri complessi z che verificano:
(a) |z| ≤ |z − 2i|
(b) (1− i)z − (1 + i)z¯ = i
(c) |z + z¯|+ |z − z¯| ≤ 2
(d) =(z)− |z + z¯|2 < 1
(e)

zz¯ ≤ 2
z + z¯ ≤ 2
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Esercizio 1.2.3 Il sistema in C
z2 + z¯2 = 0
|<(z)|+ |=(z)| = 1
ha:
(a) due soluzioni
(b) tre soluzioni
(c) quattro soluzioni
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Esercizio 1.2.4 Le soluzioni z = x+ iy dell’equazione complessa
z2 − zz¯ + iz = −3 + 2i
soddisfano
(a)
(
x+
1
6
)2
+
(
y +
1
4
)2
= 1
(b) y =
2
3
x+ 1
(c)
(
x− 1
6
)2
+
(
y − 1
4
)2
= 1
(d) y =
3
2
x
Esercizio 1.2.5 Trovare modulo ed argomento principale di
(a) z = −1− i
√
3 , (b) z = −4i.
Esercizio 1.2.6 Sia z =
√
3 − 3i. Le soluzioni w con =(w) < 0 dell’equa-
zione
w6 = |z|(z + z¯)
sono in numero di:
(a) due
(b) tre
(c) nessuna
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
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Esercizio 1.2.7 Risolvere il seguente sistema nella incognita z ∈ C.
z6 = i
<(z)=(z) < 0
Esercizio 1.2.8 Risolvere le seguenti equazioni di variabile complessa z.
(a) z3 = −27i
(b) z5 + (3 + i
√
3)z = 0
(c)
(
z + i
1 + i
)3
= −8i
(d)
(
z − i
i
)4
= −16
Esercizio 1.2.9 L’equazione
z4 − 2z3 + 4z2 − 2z + 3 = 0
ha z1 = i per soluzione. Indicando con z2, z3, z4 le altre soluzioni, si ha:
(a) =(z1z2z3z4) = 0
(b) <(z1 + z2 + z3 + z4) = 0
(c) < ((z1 + z2 + z3 + z4)−1) = 1/2
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Esercizio 1.2.10 Siano zh, h = 1, . . . , 6 le soluzioni di
z6 − (8− i)z3 − 8i = 0.
Si ha:
(a)
6∑
h=1
<(zh) = −1
(b)
6∑
h=1
=(zh) = −1
(c)
6∑
h=1
<(zh) = 1
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(d)
6∑
h=1
=(zh) = 0
(e)
6∑
h=1
<(zh) = 2
(f) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
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1.3 Limiti di successioni
Esercizio 1.3.1 Utilizzando la definizione di limite, verificare che:
(a) lim
n→+∞
n
2n+ 5
=
1
2
(b) lim
n→+∞
1√
n+ 1
= 0
(c) lim
n→+∞
√
4 +
1
n
= 2
(d) lim
n→+∞(n
2 − 1) = +∞
Esercizio 1.3.2 Calcolare i seguenti limiti che si presentano in forma inde-
terminata (elementare):
(a) lim
n→+∞
n2 + 2n
n+ 1
(b) lim
n→+∞
n4 + 5
n5 + 7n− 1
(c) lim
n→+∞
1− n2
(n+ 2)2
(d) lim
n→+∞
√
n2 + 1−√n
Esercizio 1.3.3 Calcolare i seguenti semplici limiti utilizzando limiti note-
voli:
(a) lim
n→+∞ e
n − 2n
(b) lim
n→+∞ 3
n + 4n − 5n
(c) lim
n→+∞n
√
2
(d) lim
n→+∞n
−e
(e) lim
n→+∞
n
√
n2
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Esercizio 1.3.4 Calcolare i seguenti limiti:
(a) lim
n→+∞
2n + n2 + 1
5n + 2n + n
(b) lim
n→+∞
n!− 5n
7n
(c) lim
n→+∞
23n−1 − n2
(2n)!− 5n
(d) lim
n→+∞
n+ sinn
cosn+ log n
(e) lim
n→+∞n sin
2
n
(f) lim
n→+∞ log(n
2 − 4)− log(4n2 − 3)
(g) lim
n→+∞
(
n− 1
n− 3
)n
(h) lim
n→+∞
(
n2 + 1
n2
)n
(i) lim
n→+∞
(
2n− 5
2n
)−n
Esercizio 1.3.5 Sia
lim
n→+∞
e−
1
n4 − 1
n4
− 1
log(n4 + 1)− 4 log n = L.
(a) L = −2
(b) L = +∞
(c) L = e
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Esercizio 1.3.6 Sia
lim
n→+∞n (log(n+ 2)− log n) = L.
(a) L = 2
(b) L non esiste
(c) L = 1
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
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Esercizio 1.3.7 Sia
lim
n→+∞
(√
3 + n
e− 2n
)n
= L.
(a) L = 0
(b) L = exp
(√
3− e2
)
(c) L = +∞
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Esercizio 1.3.8 Sia
lim
n→+∞(−1)
nnα
(
1 + 3n
2− n
)n
= L.
(a) L non esiste se α ≥ 0
(b) L = +∞ per ogni α ∈ R
(c) L = 0 se α < 0
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Esercizio 1.3.9 Sia
lim
n→+∞
(
an+ 2
en+ a
)n
= L.
(a) L = exp
(
2
e − 1
)
se a = e
(b) L = 1 se a ≤ e
(c) L = 0 se a > 0
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
1.4 Limiti di funzioni di una variabile reale
Esercizio 1.4.1 Da ex = 1 + x+ o(x), x→ 0, dedurre che
sinh(x) = x+ o(x), x→ 0.
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Esercizio 1.4.2 Utilizzando cosh2 x − 1 = sinh2 x e l’esercizio precedente
provare che
lim
x→0
coshx− 1
x2
=
1
2
e dedurne
coshx = 1 +
1
2
x2 + o(x2), x→ 0.
Esercizio 1.4.3 Precisare l’equivalenza
log(x2 + 1) ∼ 2 log x, x→ +∞
dimostrando che
log(x2 + 1) = 2 log x+
1
x2
+ o
(
1
x2
)
, x→ +∞.
Esercizio 1.4.4 Calcolare i seguenti limiti di funzioni di variabile reale:
(a) lim
x→+∞ log x−
√
x
(b) lim
x→+∞ 2
x − x2
(c) lim
x→+∞
log(x2 + 1)
2x
(d) lim
x→+∞
(
x+ 2
x+ 1
)x
(e) lim
x→0+
xlog x
Esercizio 1.4.5 Calcolare i seguenti limiti di quozienti utilizzando funzioni
potenza equivalenti per ciascun termine:
(a) lim
x→0
ex − 1
sinx
(b) lim
x→0
1− cosx
sin2 x
(c) lim
x→0
sin 3x
sin 4x
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(d) lim
x→0
(1− e2x)2
1− cos 5x
(e) lim
x→0
sinx3
(1− ex)3
Esercizio 1.4.6 Calcolare
lim
x→0x
2e
√
pi
x
sin(x log 7).
Esercizio 1.4.7 Calcolare
lim
x→0+
(
1
sinx
+ log x
)
.
Esercizio 1.4.8 Calcolare
lim
x→0
(1− cosx)3 − sinx6
x6
.
Esercizio 1.4.9 Calcolare
lim
x→0
8(1− cosx)3 − sinx6
x6
.
Esercizio 1.4.10 Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra
infinitesimi
(a) lim
x→0
(sinx)2 + x
x3 − sinx
(b) lim
x→0
|1− cosx+ sinx|
(ex − 1)2
(c) lim
x→0
sin 2x− sin2 x
ex − 1
(d) lim
x→0
sin3 x− sin 4x
coshx− 1 + x
(e) lim
x→0
sinx− sinx2
sinh(2x)− sinh(2x)2
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Esercizio 1.4.11 Calcolare
lim
x→1+
log(1 +
√
x− 1)√
x2 − 1 .
Esercizio 1.4.12 Calcolare
lim
x→+∞
(
e
√
x2+x − e
√
x2−1) .
Esercizio 1.4.13 Calcolare i seguenti limiti
(a) lim
x→+∞
1 + x4 sin(1/x4)
x2(1− cos(1/x2))
(b) lim
x→+∞
x2e−1/x4 − x2
log(x2 + 1)− 2 log x
Esercizio 1.4.14 Calcolare
lim
x→0
e−x4 − x4 − 1
x2 cosx− x2 .
Esercizio 1.4.15 Calcolare
lim
x→pi/4
(2 sin2 x)
1
cos 2x .
Esercizio 1.4.16 Calcolare
lim
x→0+
(1 + x5)
1
x2 sin 2x − 1
2 log(1 + x3)
.
Esercizio 1.4.17 Calcolare
lim
x→0+
1− xx
x2
.
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Esercizio 1.4.18 Calcolare
lim
x→0
sin(ex
3 − 1)√
1 + x3 − 1 .
Esercizio 1.4.19 Calcolare
lim
x→0+
xx − ex + xα
sin
√
x
= L
al variare del parametro α > 0.
[Per x→ 0+, l’infinitesimo x log x e` di ordine inferiore rispetto ad x (quindi
x = o(x log x)) ma di ordine superiore ad xα se α < 1 (quindi x log x = o(xα),
α < 1).
Dunque, dallo sviluppo
ey = 1 + y + o(y), y → 0,
segue
ex log x − ex + xα =

x log x+ o(x log x), α ≥ 1
xα + o(xα), 0 < α < 1.
Concludendo
L =

0, α > 1/2
1, α = 1/2
+∞, 0 < α < 1/2 ]
1.5 Calcolo differenziale per funzioni di una varia-
bile reale
Esercizio 1.5.1 Sia f : R→ R, f(x) = x3.
• Scrivere il rapporto incrementale R(h) di f nel punto x = 1.
• Calcolare f ′(1) come limite del rapporto incrementale.
• Scrivere l’equazione della retta tangente al grafico di f nel punto (1, 1).
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Esercizio 1.5.2 Calcolare la derivata delle seguenti funzioni f specificando
il dominio di f e di f ′:
(a) f(x) = x2 sin(x3)
(b) f(x) = x3 cos(e5x
2
)
(c) f(x) = e
1
x
(d) f(x) = 4
√
x2 log(x3)
Esercizio 1.5.3 Dare un esempio di f : R → R, continua per x = 1, non
derivabile per x = 1 e tale che f(0) = 2.
Esercizio 1.5.4 Determinare gli eventuali asintoti delle seguenti funzioni
nel loro dominio naturale
(a) f(x) =
√
x3 − x
x+ 2
(b) f(x) =
√
9x2 + 2x+ 1
(c) f(x) = x
(
e−
1
x + sin
1
x
)
Esercizio 1.5.5 Dire quali delle seguenti funzioni f : [−1, 1]→ R con
(a) f(x) = x2 + x+ 1
(b) f(x) = x3 + x2 − x+ 1
(c) f(x) = |x|
soddisfano le ipotesi del Teorema di Rolle motivando per ciascuna la
risposta. Per le funzioni che soddisfano le ipotesi, determinare i punti c la
cui esistenza e` assicurata da tale teorema.
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Esercizio 1.5.6 Per ciascuna delle seguenti funzioni stabilire se esistono
prolungamenti continui agli estremi del dominio. Studiare poi la derivabilita`
di tali prolungamenti.
(a) f : [0, pi/2)→ R, f(x) = (cosx)(pi/2)−x
(b) f : (0, 1)→ R, f(x) = (cos(pix/2))log x
(c) f : (0, 1]→ R, f(x) =
√
cosx− 1
x2
(d) f : (0, pi/2]→ R, f(x) = (1− cosx)log(1+x)
Esercizio 1.5.7 Date le seguenti funzioni di variabile reale x, determinare:
• dominio e relativi limiti agli estremi evidenziando eventuali prolunga-
menti continui;
• eventuali estremanti locali ed andamento di monotonia;
• eventuali flessi ed andamento di convessita`;
• eventuali asintoti;
• grafico qualitativo che tenga conto di tutti gli elementi precedenti.
(a) f(x) = x− 1
x
(b) f(x) =
√
x√
x− 1
(c) f(x) =
√
x2 − 1−
√
x2 + 1
(d) f(x) =
√
2x− 1
log(2x− 1)
(e) f(x) = xe
1
x
(f) f(x) = e
1−|x|
1+x
(g) f(x) =
∣∣∣∣ log xx
∣∣∣∣
(h) f(x) =
√
1− |e2x − 1|
(i) f(x) = x− arctanx
(j) f(x) = 1− x2 + log |x|
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Esercizio 1.5.8 Determinare il numero delle soluzioni della equazione f(x) =
k al variare del parametro reale k nei casi seguenti:
(a) f(x) =
2x2 − 1
x
(b) f(x) = x2e−x
2
(c) f(x) =
ex − 1
log(ex − 1)
(d) f(x) = log2 x+ 2 log x
(e) f(x) = e− x log2 x
(f) f(x) =
x
x+ 1
− arctanx
Esercizio 1.5.9 Attraverso lo sviluppo di Mc Laurin delle seguenti funzio-
ni f(x), determinare l’equazione della retta tangente al grafico nel punto
(0, f(0)) e la posizione locale del grafico rispetto a tale tangente
(a) f(x) = 1 + sin(
√
1 + x3 − 1)
(b) f(x) = 2
√
1 + sinhx− x
(c) f(x) = 8
√
1 + sinx+ x2
(d) f(x) = 8
√
1 + log(1 + x) + 3x2
(e) f(x) = 8
√
1− 2x− x2 − 8 + 8x
Esercizio 1.5.10 Calcolare i seguenti limiti:
(a) lim
x→0
6(x− sinx)− x3
sinx5
(b) lim
x→0
sinh2 x+ 2(1− coshx)
(1− cosx)2
(c) lim
x→0
4(1− cosx)2 − x2 sin2 x
sin2 x log(1 + x4)
(d) lim
x→0
x2 cosx− sinhx2 + 12x4
x2 − arctanx2
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(e) lim
x→0
x sinhx− 2 coshx+ 2
(esinx − 1)2
(f) lim
x→0
8
√
1 + sinx− 8− 4x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cosh2 x
(g) lim
x→0
2 log(1 + sinx)− 2x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cos2 x
1.6 Integrali
Esercizio 1.6.1 Calcolare le primitive indicate negli intervalli in cui risul-
tano definite
(a)
∫ (
2x+ 3
√
x− 2√
x
)
dx
(b)
∫
x− x4√
x
dx
(c)
∫
tan2 x dx
(d)
∫
(3− x)5dx
(e)
∫ 1
2− 3xdx
(f)
∫
x2ex
3+1dx
(g)
∫
x
√
x2 + 1dx
(h)
∫ sin 2x
1 + sin2 x
dx
(i)
∫
ex
ex + 3
dx
(j)
∫ 1
tanx
dx
Esercizio 1.6.2 Calcolare le seguenti primitive integrando per parti
(a)
∫
x sinx dx
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(b)
∫
x2 cosx dx
(c)
∫
arcsinx dx
(d)
∫
sin2 x dx
Esercizio 1.6.3 Calcolare le seguenti primitive integrando per sostituzione
(a)
∫
ex − 1
ex + 1
dx
(b)
∫ √
x
1 + x
dx
(c)
∫
x
√
x+ 1dx
Esercizio 1.6.4 Calcolare le seguenti primitive di funzioni razionali
(a)
∫ 5
x2 + 2x+ 1
dx
(b)
∫ 1
x2 + x+ 1
dx
(c)
∫
x
x2 + x+ 1
dx
(d)
∫
x3 + 1
x2 − 3x+ 2dx
(e)
∫
x
x3 + 3x2 + 3x+ 1
dx
(f)
∫ 1
x4 − 1dx
(g)
∫
x+ 1
x3 − x2dx
(h)
∫ 1
x3 + 1
dx
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Esercizio 1.6.5 Calcolare le seguenti primitive
(a)
∫
ex + 1
e2x + 1
dx
(b)
∫
x2 log(x+ 1)dx
(c)
∫ tanx
sin2 x− cos2 xdx
(d)
∫
x+
√
x
2 +
√
x
dx
(e)
∫ 1
cosx
dx
(f)
∫ √
4− x2dx
Esercizio 1.6.6 Determinare la misura dell’insieme A ⊂ R2 cos`ı definito:
A =
{
(x, y) ∈ R2;−1 < x < 1, x2 − 1 ≤ y ≤ x+ 1
x+ 2
}
Esercizio 1.6.7 Calcolare ∫ 1
0
ex + ex/2
1 + ex
dx
Esercizio 1.6.8 Calcolare i seguenti limiti
(a) lim
x→0+
1
x3
∫ x2
0
log(1 +
√
t)dt
(b) lim
x→0+
1
x4
∫ x2
0
(1− cos√t)dt
(c) lim
k→+∞
(
2
∫ 4e
4
log(kx)
x
dx− log(k(k + 1))
)
(d) lim
k→+∞
(∫ 3
1
log(k(x+ 2))dx− 3 log(k + 1)
)
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Esercizio 1.6.9 Dopo aver stabilito se la funzione e` sommabile o meno,
calcolare i seguenti integrali
(a)
∫ 0
−1
1
(1− x)√1 + xdx
(b)
∫ 1
−1
1
(1− x)√1 + xdx
(c)
∫ +∞
0
xe−x
2
dx
(d)
∫ +∞
0
x3e−x
2
dx
(e)
∫ +∞
4
1
x(x− 3)dx
Esercizio 1.6.10 Determinare tutti gli α ≥ 0 per cui la funzione
f(x) =
(√
1 + x−√x
)α
e` sommabile su [0,+∞)
Esercizio 1.6.11 Operare il cambiamento di variabile y =
√
x in∫ +∞
4
1√
x(
√
x+ 2)(
√
x+ 6)
dx
• Scrivere il corrispondente integrale in dy
• Determinare il valore dell’integrale
Esercizio 1.6.12 Data la funzione
f : [1,+∞)→ R, f(x) =
∫ x
1
(t3 − 27)(t− 1)3
t7 + 1
dt
• Scrivere f ′(x)
• Trovare gli eventuali punti di massimo o minimo relativo interni al
dominio specificando il segno dei valori assunti in tali punti.
22 CAPITOLO 1. TESTI
• Dire se lim
x→+∞ f(x) esiste e se e` finito o meno motivando la risposta.
• Stabilire per quale valore di α risulta finito e diverso da 0
lim
x→1(x− 1)
αf(x)
motivando la risposta
Esercizio 1.6.13 Calcolare
∫ +∞
0
1√
x(
√
x+ 1)(
√
x+ 4)
dx. Dire poi come
si possa anticipare, senza l’ ausilio di primitive, la sommabilita` della funzione
nell’intervallo indicato.
Esercizio 1.6.14 Sia f : [1/2,+∞[−→ R, f(x) =
∫ x
1
log t
t2
dt.
• Determinare gli eventuali estremanti locali e l’andamento di monotonia
di f .
• Motivare l’ esistenza di un asintoto orizzontale per f .
• Tracciare il grafico di f .
• Calcolare lim
x→1
f(x)
(x− 1)2 .
Esercizio 1.6.15 Consideriamo∫ +∞
2
x+ 2
x(x+ 1)(x− 1)dx.
• Prima di calcolarlo motivare il fatto che tale integrale esiste finito.
• Calcolarlo.
Esercizio 1.6.16 Utilizzando il cambiamento di variabile y = ex calcolare∫ +∞
0
ex
(ex + 2)(ex + 3)
dx
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Esercizio 1.6.17 Data la funzione
f : [1,+∞)→ R, f(x) =
∫ x
1
t3 − 27
t5 + 1
dt
• Scrivere f ′(x)
• Determinare gli eventuali punti di massimo o minimo relativo
• Scrivere f ′′(x)
• Per motivare la presenza di flessi o meno, fare a parte un breve studio
della funzione polinomiale y = −2x5 + 135x2 + 3 riportandone un grafico
qualitativo. Il polinomio in questione e` uno dei fattori di f ′′(x).
• Dire, dal punto precedente, se f ha punti di flesso. (Non si chiede di
trovare esplicitamente tali punti ma solo dire se ci sono e quanti sono e di
localizzarli rispetto ad altri punti notevoli come punti di massimo o minimo
relativo)
• Dire se limx→+∞ f(x) esiste e se e` finito o meno motivando la risposta
(nel caso che sia finito non si chiede di calcolarlo)
1.7 Domande di teoria
1) Enunciare l’assioma di completezza dei numeri reali. Fare un esempio di
utilizzo dell’assioma di completezza nella costruzione di funzioni elementari
di variabile reale.
2) Enunciare il Principio di Induzione e dare un esempio di dimostrazione
per induzione.
3) Determinare il numero delle Disposizioni semplici e delle Combinazioni
di n oggetti presi a k a k. Definire i coefficienti binomiali. ed enunciare il
Teorema del binomio.
4) Tappe principali della costruzione della funzione esponenziale. Definizione
della funzione logaritmo. Principali proprieta` di tali funzioni.
5) Tappe principali della costruzione delle funzioni circolari e loro prime
proprieta`. Definizione delle funzioni arcoseno e arcocoseno.
6) Definire i numeri complessi e le relative operazioni.
7) Descrivere le operazioni tra numeri complessi in forma trigonometrica e
l’algoritmo di estrazione delle radici n-esime.
8) Dare la definizione di limite di una successione. Provare l’unicita` del
limite.
9) Enunciare il Criterio del rapporto per successioni e descrivere il suo
utilizzo nella classificazione di infiniti notevoli di ordine crescente.
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10) Dare la definizione di limite di una funzione di variabile reale attraverso
gli intorni di punti della retta ampliata. Esplicitare tale definizione in almeno
due differenti casi.
11) Enunciare i teoremi della permanenza del segno e del confronto tra limiti.
Dare almeno un esempio notevole di utilizzo del Teorema del confronto.
12) Definire il simbolo o piccolo di Landau. Scelto un limite notevole per x
che tende a zero, far vedere come se ne prova il valore e far capire poi quale
sviluppo asintotico se ne deduce.
13)Dare le definizioni di funzione continua in un punto e di funzione conti-
nua in un insieme. Enunciare i principali teoremi sulle funzioni continue in
intervalli. Descrivere infine l’algoritmo di bisezione per la ricerca degli zeri
di una funzione continua.
14) Dare la definizione di derivata di una funzione f in un punto x0 e far
vedere che la derivabilta` equivale alla esistenza dello sviluppo al primo or-
dine. Illustrare le relazioni tra continuita` e derivabilita`. Mostrare come si
ottiene dalla definizione la derivata di una funzione elementare scelta tra
esponenziale, logaritmo, seno.
15) Enunciare il Teorema sulla derivazione della funzione inversa. Dedurne
la derivata della funzione arcoseno.
16) Enunciare e dimostrare il Teorema di Fermat su derivata ed estremanti
locali.
17) Enunciare e dimostrare il Teorema di Rolle.
18) Enunciare il Teorema di Lagrange. Enunciare e dimostrare le sue conse-
guenze sulle relazioni tra derivata prima ed andamento di monotonia negli
intervalli.
19) Dare la definizione di funzione convessa su in intervallo. Enunciare i
principali teoremi su convessita` e derivate.
20) Enunciare le Regole di de L’Hospital. Limitandosi al caso del secondo
ordine, far vedere come se ne deduce lo sviluppo di Taylor con resto secondo
Peano.
21) Illustrare come la Formula di Taylor possa essere usata nello studio locale
delle funzioni.
22) Dare la definizione di primitive di una funzione. Illustrare e giustificare
le formule di integrazione indefinita per sostituzione e per parti.
23) Descrivere l’algoritmo per il calcolo di primitive delle funzioni razionali.
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24) Definire la Misura di Peano-Jordan nel piano e l’integrale definito di fun-
zioni positive. Enunciare condizioni sufficienti per la integrabilita` di funzioni
positive.
25) Definire l’integrale definito per funzioni di segno non costante e definire
le funzioni sommabili. Enunciare il criterio del confronto e discutere la
sommabilita` delle funzioni di riferimento con sottografico illimitato.
26) Enunciare e dimostrare il Teorema della media integrale.
27) Enunciare e dimostrare il Teorema fondamentale del calcolo integrale.
28) Enunciare e dimostrare il Teorema di Torricelli-Barrow.
29) Illustrare i procedimenti di integrale definito per sostituzione e per parti.
1.8 Compiti
Compito 1.8.1
Esercizio A
Denotata k una costante da determinare in seguito, sia f : [0,+∞)→ R
f(x) =

xx log x, x > 0
k, x = 0
(a) Determinare k in modo che f sia continua anche per x = 0. (3pt)
(b) Ora f e` anche derivabile per x = 0? (3pt)
(c) Enunciare il Teorema di Rolle e verificare che ora f ne soddisfa le ipo-
tesi in [0, 1]. In quali punti di tale intervallo sono valide le conclusioni del
teorema? (3pt)
(d) Tracciare il grafico di f . (3pt)
Esercizio B
(a) Calcolare i coefficienti a, b, c nello sviluppo asintotico√
1 + y + y2 = 1 + ay + by2 + cy3 + o(y3), y → 0 (3pt).
(b) Dedurne l’asintoto obliquo per x→ +∞ della funzione
g(x) = x3
(√
1 + 1/x+ 1/x2 − 1− a/x
)
(3pt)
Esercizio C
Consideriamo
f : [2,+∞)→ R, f(x) =
∫ x
2
t− 3
t(t+ 1)(t− 1)dt.
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(a) Prima di calcolarlo motivare il fatto che limx→+∞ f(x) esiste finito.
(2pt)
(b) Calcolare limx→+∞ f(x). (5pt)
(c) Qual e` la maniera piu` veloce di determinare f ′(x)? (2pt)
(d) Tracciare il grafico di f . (3pt)
Compito 1.8.2
Esercizio A (6pt)
Risolvere
(
z
1 + i
)3
= 8i in campo complesso.
Esercizio B (8pt)
Si consideri
∫ +∞
1
1√
x(
√
x+ 1)(
√
x+ 2)
dx,
• (2pt) Dire come si possa anticipare, senza l’ ausilio di primitive, la
sommabilita` della funzione nell’intervallo indicato.
• (6pt) Calcolare l’integrale.
Esercizio C (9pt)
Sia f : [1/2,+∞[−→ R, f(x) =
∫ x
1
log t
t3
dt.
• (2.5pt) Determinare gli eventuali estremanti locali e l’andamento di
monotonia di f .
• (2.5pt) Motivare l’ esistenza di un asintoto orizzontale per f .
• (2.5pt) Determinare gli eventuali flessi e l’andamento di convessita` di
f .
• (1.5pt) Tracciare il grafico di f .
Esercizio D (7pt)
Sia f(x) =
√
1 + sinx.
(a) (4pt) Determinare il polinomio di Mc Laurin di ordine 3 di f(x).
(b) (3pt) Dedurne che la funzione
g(x) = x2
(√
1 + sin
1
x
− 1
)
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ha un asintoto y = mx+ q per x→ +∞ con
g(x)−mx− q = c/x+ o(1/x)
specificando le costanti m, q e c.
Compito 1.8.3
Esercizio A
Scrivere le soluzioni dell’equazione in campo complesso
(
z − i
i
)3
= −8.
Esercizio B
Determinare lim
x→0
2 log(1 + sinx)− 2x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cos2 x .
Esercizio C
Calcolare
∫ +∞
1
1
x(1 + log x)(2 + log x)
dx.
Esercizio D
Data la funzione di variabile reale f(x) = xe1/x determinarne:
• Il dominio ed i relativi limiti agli estremi
• gli eventuali estremanti locali e l’andamento di monotonia
• gli eventuali flessi e l’andamento di convessita`
• gli eventuali asintoti
• il prolungamento continuo a sinistra in x = 0 con relativo studio della
derivata sinistra
• un grafico qualitativo che tenga conto di tutti gli elementi precedenti.
Esercizio E
Enunciare e dimostrare il Teorema fondamentale del calcolo.
Compito 1.8.4
Esercizio A
Scrivere le soluzioni dell’equazione in campo complesso
(
z − i
i
)4
= −16.
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Esercizio B
Determinare lim
x→0
8
√
1 + sinx− 8− 4x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cosh2 x .
Esercizio C
Calcolare
∫ +∞
0
ex
(1 + ex)(2 + ex)
dx.
Esercizio D
Data la funzione di variabile reale f(x) = (x− 1)e1/(1−x) determinarne:
• Il dominio ed i relativi limiti agli estremi
• gli eventuali estremanti locali e l’andamento di monotonia
• gli eventuali flessi e l’andamento di convessita`
• gli eventuali asintoti
• il prolungamento continuo a destra in x = 1 con relativo studio della
derivata destra
• un grafico qualitativo che tenga conto di tutti gli elementi precedenti.
Esercizio E
Enunciare e dimostrare il Teorema di Rolle.
Compito 1.8.5
Esercizio A
Scrivere in forma algebrica zk = xk + iyk, k = 0, 1, 2, le tre soluzioni della
equazione in campo complesso(
z − i
z + i
)3
= −1.
Esercizio B
Determinare l’asintoto per x→ −∞ della funzione
f(x) = x+
√
x2 + x−
√
x2 − x+ 2x log(1 + 1/x)
riportando i passaggi significativi.
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Esercizio C
Data la funzione di variabile reale
f(x) =
√
1− |ex − 1|
determinare i seguenti elementi.
• Dominio naturale (un intervallo)
• Limiti per x che tende agli estremi del dominio:
• Derivata sinistra e derivata destra nel punto x = 0
• Limite (sinistro) del rapporto incrementale nel punto x = log 2.
• Derivata negli altri punti del dominio.
• Intervalli massimali chiusi dove la funzione e` strettamente monoto`na.
• Eventuali punti di massimo o minimo locali e valori corrispondenti.
• Riassumere in un grafico tutti gli elementi precedenti ed aggiungere lo
studio della posizione del grafico rispetto alle rette/semirette tangenti.
• Sia g : J → g(J) la restrizione di f all’intervallo chiuso J in cui f
e` decrescente. Usando il teorema della derivata dell’inversa, da g(0) = 1
dedurre la derivata (g−1)′(1) di g−1 nel punto 1 riportando la formula che
collega (g−1)′(1) e g′(0):
• Esplicitare la funzione inversa g−1 : g(J)→ J indicando il suo dominio
g(J), insieme dei valori assunti da g nell’intervallo J , e l’espressione di g(x)
per x ∈ g(J).
• Dal grafico y = g(x), dedurre il grafico y = g−1(x). Giustificare in
maniera geometrica il fatto che (g−1)′(0) = 0.
Esercizio D
Scrivere il polinomio di Mc Laurin di ordine 3 della funzione
f(x) = 8
√
1− 3 sinx+ x2 − 8 + 12x
• Dedurne poi l’equazione della retta tangente al grafico nel punto (0, f(0)):
• Dire se x = 0 e` punto di massimo, minimo, flesso discutendo la posizione
locale del grafico rispetto a tale retta.
• Indicare infine il valore del limite
lim
x→0+
8
√
1− 3 sinx+ x2 − 8 + 12x+ 5x2
(1− cosx)3/2
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Esercizio E
Dato l’integrale ∫ +∞
0
1
(x+ 1)α (
√
x+ 1)α
dx
dire per quali valori di α esiste finito
•Calcolarne il valore per α = 1 riportando i passaggi principali
Compito 1.8.6
Esercizio A (9pt)
Si consideri l’equazione in campo complesso p(z) = 0 con p(z) = z4 + 6z3 +
18z2 + 30z + 25.
• Dal fatto che una delle soluzioni e` z1 = −2 + i, spiegare come si puo`
prevedere, prima di effettuare la divisione, che z2 + 4z + 5 e` un divisore di
p(z). (3 pt)
• Scrivere tutte le soluzioni della equazione p(z) = 0 (solo risultato, (6 pt))
Esercizio B (9pt)
Determinare il limite della successione(
n
n− 1
)n3(1−cos(1/n))
riportando i passaggi significativi.
Esercizio C (15pt)
Data la funzione di variabile reale
f(x) = log
(
1 +
| log x|
x
)
determinare i seguenti elementi.
• Dominio.
• Limiti per x che tende agli estremi del dominio (1 pt)
• Derivata sinistra e derivata destra nel punto x = 1 (2 pt)
• Derivata negli altri punti del dominio (1 pt)
• Intervalli massimali dove la funzione e` strettamente monoto`na (1.5 pt)
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• Eventuali punti di massimo o minimo locali e valori corrispondenti (1.5
pt)
• Riassumere in un grafico tutti gli elementi precedenti. (2 pt)
• Consideriamo la restrizione di f all’intervallo chiuso I1 in cui f e` crescente.
Enunciare il Teorema del valor medio di Lagrange e dedurne, applicandolo
al caso in questione, che esiste un punto c interno ad I1 tale che f ′(c) =
log(e+ 1)− 1
e− 1 (4 pt)
• Illustrare con un grafico il punto precedente interpretando geometricamen-
te il Teorema del valor medio di Lagrange (1 pt)
Esercizio D
Scrivere il polinomio di Mc Laurin di ordine 3 della funzione
f(x) = 2 log(coshx− x) + 2x
• Dedurne poi l’equazione della retta tangente al grafico nel punto (0, f(0)):
• Dire se x = 0 e` punto di massimo, minimo, flesso discutendo la posizione
locale del grafico rispetto a tale retta:
• Indicare infine l’asintoto orizzontale per x → +∞ della funzione g(x)
seguente che coincide con x3f(1/x):
g(x) = x3
(
2 log
(
cosh
1
x
− 1
x
)
+
2
x
)
Esercizio E
Consideriamo l’integrale ∫ +∞
3
1
x2(x+ 3)
dx
•Utilizzando il criterio del confronto, dire perche` esiste finito.
•Calcolarne il valore riportando i passaggi principali
Esercizio F
Enunciare e dimostrare le relazioni tra segno della derivata prima ed anda-
mento di monotonia negli intervalli deducibili dal Teorema di Lagrange.
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Capitolo 2
Soluzioni
2.1 Soluzioni numeri reali
Soluzione 2.1.1 (Testo 1.1.1)
Determinare tutti i t ∈ R per i quali (|t| − 1)2 ammette reciproco.
L’unico numero reale che non ammette reciproco e` 0.
(|t| − 1)2 = 0⇔ |t| = 1⇔ t = ±1
quindi i numeri reali t richiesti sono dati da
t 6= ±1.
Soluzione 2.1.2 (Testo 1.1.2)
Trovare tutti gli m ∈ Z tali che
m+ 5√
m+ 3
e` un numero razionale.
E` necessario e sufficiente che
√
m+ 3 sia razionale non nullo. La radice
quadrata di un intero ` e` un numero razionale non nullo se e solo se ` = q2
con q intero, q 6= 0, ed in tale caso √` = |q| e` in realta` intero positivo. Ne
segue che gli interi m richiesti sono del tipo
m = q2 − 3, q = 1, 2, 3, . . .
(m = −2, 1, 6, . . .).
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Soluzione 2.1.3 (Testo 1.1.3)
In ciascuno dei seguenti casi dire se l’insieme A ⊂ R ammette massimo, mini-
mo, estremo superiore, estremo inferiore e, in caso affermativo, determinare
tali elementi:
(a) A = [0,
√
2] ∩Q
(b) A = [
√
2,
√
3] ∩Q
(c) A = [0,
√
2] ∩ (R−Q)
(d) A = (−∞,√2] ∩Q
(a) Il minimo di A e` 0. A non ammette massimo, il suo estremo superiore
e`
√
2.
(b) A non ammette ne` minimo ne` massimo. L’estremo inferiore vale
√
2,
l’estremo superiore vale
√
3.
(c) A non ammette minimo, l’estremo inferiore vale 0. Il massimo di A
vale
√
2.
(d) A non e` inferiormente limitato quindi non ha estremo inferiore in R.
A non ammette massimo, l’estremo superiore vale
√
2.
Soluzione 2.1.4 (Testo 1.1.4)
In ciascuno dei seguenti casi dire se l’insieme A ⊂ R ammette massimo,
minimo, estremo superiore, estremo inferiore, se e` limitato.
(a) A =
{
2n+ 1
n
| n ∈ N∗
}
(b) A =
{
n− 1
n
| n ∈ N∗
}
(c) A =
{
3n2 + 1
n2
| n ∈ N∗
}
(d) A =
{
1
n2 + 1
| n ∈ N∗
}
(a) Da (2n + 1)/n = 2 + (1/n) abbiamo che il massimo di A si ottiene
per n = 1 e vale 3. A non ammette minimo, l’estremo inferiore vale 2. In
particolare A e` limitato.
(b) Da (n− 1)/n = 1− (1/n) abbiamo che il minimo di A si ottiene per
n = 1 e vale 0. A non ammette massimo, l’estremo superiore vale 1. In
particolare A e` limitato.
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(c) Da (3n2+1)/n2 = 3+(1/n2) abbiamo che il massimo di A si ottiene
per n = 1 e vale 4. A non ammette minimo, l’estremo inferiore vale 3. In
particolare A e` limitato.
(d) Il valore massimo di A si ottiene per n = 1 e vale 1/2. A non ammette
minimo, l’estremo inferiore vale 0. In particolare A e` limitato.
Soluzione 2.1.5 (Testo 1.1.5)
Sia
A =
{∣∣∣∣ 3xx+ 1
∣∣∣∣ ; −12 < x ≤ 2
}
.
Scegliere le affermazioni corrette tra le seguenti:
(a) supA /∈ A
(b) inf A = minA = 2
(c) maxA = 3
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
A e` l’insieme dei valori di |f(x)| nell’intervallo (−1/2, 2] con f(x) =
3x
x+ 1
. Da
3x
x+ 1
= 3− 3
x+ 1
abbiamo che la funzione f e` strettamente crescente nell’intervallo indicato
(−1/2, 2], negativa su (−1/2, 0), nulla per x = 0, positiva su (0, 2]. Ne segue
che
|f(x)| =
∣∣∣∣ 3xx+ 1
∣∣∣∣
e` strettamente decrescente in (−1/2, 0], dove assume tutti i valori in [0, 6),
strettamente crescente su [0, 2] dove assume tutti i valori in [0, 3]. Il valore
minimo e` quindi assunto per x = 0 e vale 0. L’estremo superiore vale 6, non
c’e` valore massimo. La risposta corretta e` la (a).
Soluzione 2.1.6 (Testo 1.1.6)
Per I = [1/3,+∞) si consideri la funzione
f : I → R, f(x) = exp
(∣∣∣∣2x− 1x
∣∣∣∣) .
Determinare, tra i seguenti intervalli, l’insieme J = f(I) dei valori assunti
da f .
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(a) [e, e2) (b) (e−2, e]
(c) [1, e2) (d) (e,+∞)
(e) (0, e2) (f) un altro intervallo
La funzione f ha lo stesso andamento di monoton`ıa di
|g(x)| =
∣∣∣∣2x− 1x
∣∣∣∣
con
g(x) =
2x− 1
x
= 2− 1
x
.
La funzione g e` strettamente crescente nell’intervallo I = [1/3,+∞), nega-
tiva su [1/3, 1/2), nulla per x = 1/2, positiva su (1/2,+∞). Ne segue che
|g(x)| e` strettamente decrescente in [1/3, 1/2], dove assume tutti i valori in
[0, 1], strettamente crescente su [1/2,+∞) dove assume tutti i valori in [0, 2).
L’insieme dei valori |g|(I) e` [0, 2), quindi per f(x) = e|g(x)| si ha
f(I) = [1, e2).
La risposta corretta e` (c). Possiamo precisare dicendo che f e` strettamente
decrescente in [1/3, 1/2], dove assume tutti i valori in [1, e], strettamente
crescente su [1/2,+∞) dove assume tutti i valori in [1, e2).
Soluzione 2.1.7 (Testo 1.1.7)
Utilizzando il principio di induzione dimostrare:
(a)
n∑
k=0
2k = 2n+1 − 1, n ≥ 0
(b)
n∑
k=1
(2k − 1) = n2, n ≥ 1.
(a) La proposizione che si ottiene ponendo n = 0 si riduce a 20 = 21 − 1
quindi e` vera. Supponiamo che tale proposizione sia vera per n ≥ 0 e
proviamo che allora e` vera per n+ 1:
n+1∑
k=0
2k =
n∑
k=0
2k + 2n+1 = (2n+1 − 1) + 2n+1 = 2 · 2n+1 − 1 = 2n+2 − 1
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dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato l’ipotesi di induzione. L’u-
guaglianza provata
n+1∑
k=0
2k = 2n+2 − 1
e` esattamente quella data con n+1 in luogo di n. L’induzione e` completata.
(b) La proposizione che si ottiene ponendo n = 1 si riduce a 2 ·1−1 = 12
quindi e` vera. Supponiamo che tale proposizione sia vera per n ≥ 1 e
proviamo che allora e` vera per n+ 1:
n+1∑
k=1
(2k − 1) =
n∑
k=1
(2k − 1) + [2(n+ 1)− 1] = n2 + (2n+ 1) = (n+ 1)2
dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato l’ipotesi di induzione. L’u-
guaglianza provata
n+1∑
k=1
(2k − 1) = (n+ 1)2
e` esattamente quella data con n+1 in luogo di n. L’induzione e` completata.
Soluzione 2.1.8 (Testo 1.1.8)
Provare che nei rispettivi domini
(a) arcsinh x = log(x+
√
x2 + 1)
(b) arccosh x = log(x+
√
x2 − 1)
(c) arctanh x =
1
2
log
1 + x
1− x
(a) La funzione sinhx e` una biezione da R a R. Per trovare l’espressione
della biezione inversa, consideriamo l’equazione sinhx = y con x ∈ R, y ∈ R,
e risolviamola rispetto ad x:
ex − e−x
2
= y
ex − 1
ex
= 2y
e2x − 2yex − 1 = 0
ex = y +
√
y2 + 1
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(ex = y −√y2 + 1 non puo` valere dal momento che y −√y2 + 1 < 0 per
ogni y) quindi, per ogni y ∈ R, l’unica soluzione e`
x = log
(
y +
√
y2 + 1
)
.
Denotando di nuovo con x la variabile del dominio abbiamo quindi
arcsinh x = log(x+
√
x2 + 1), x ∈ R.
(b) La funzione coshx ristretta a [0,+∞) e` una biezione da [0,+∞)
a [1,+∞). Per trovare l’espressione della biezione inversa, consideriamo
l’equazione coshx = y con x ≥ 0, y ≥ 1, e risolviamola rispetto ad x:
ex + e−x
2
= y
ex +
1
ex
= 2y
e2x − 2yex + 1 = 0
ex = y +
√
y2 − 1, x ≥ 0, y ≥ 1.√
y2 − 1 e` definita anche per y ≤ −1 ma per tali y si ha y +√y2 − 1 < 0
mentre ex > 0 per ogni x. Inoltre ex = y − √y2 − 1 non puo` valere per
x > 0 dal momento che y −√y2 − 1 < 1 per ogni y > 1 mentre ex > 1 per
x > 0.
Per ogni y ∈ [1,+∞), l’unica soluzione x ∈ [0,+∞) e`
x = log
(
y +
√
y2 − 1
)
.
Denotando di nuovo con x la variabile del dominio abbiamo quindi
arccosh x = log
(
x+
√
x2 − 1
)
, x ∈ [1,+∞).
La restrizione di coshx a (−∞, 0] ha per inversa la funzione
log
(
x−
√
x2 − 1
)
= log
1
x+
√
x2 − 1 = −arccosh x, x ∈ [1,+∞).
(c) La funzione tanhx e` una biezione da R a (−1, 1). Per trovare l’e-
spressione della biezione inversa, consideriamo l’equazione tanhx = y con
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x ∈ R, y ∈ (−1, 1), e risolviamola rispetto ad x:
ex − e−x
ex + e−x
= y
e2x − 1
e2x + 1
= y
e2x(1− y) = 1 + y
e2x =
1 + y
1− y , x ∈ R, y ∈ (−1, 1)
(La condizione y ∈ (−1, 1) segue da (1 + y)/(1− y)).
Per ogni y ∈ (−1, 1), l’unica soluzione e`
x =
1
2
log
1 + y
1− y .
Denotando di nuovo con x la variabile del dominio abbiamo quindi
arctanh x =
1
2
log
1 + x
1− x, x ∈ (−1, 1).
Soluzione 2.1.9 (Testo 1.1.9)
Sia A = A+ ∪A− con
A+ =
{
x+
2
x
;x > 0
}
, A− =
{
x+
2
x
;x < 0
}
.
Scegliere le affermazioni corrette tra le seguenti:
(a) supA = +∞
(b) inf A+ = 2
√
2
(c) A+ non ha minimo
(d) A− non ha massimo
(e) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
In maniera evidente A+ non e` superiormente limitato quindi la afferma-
zione (a) e` corretta (e l’affermazione (e) e` errata). Per x 6= 0, consideriamo
l’equazione
x+
2
x
= y,
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x2 − yx+ 2 = 0.
Ci sono soluzioni x ∈ R se e solo se y ∈ (−∞,−2√2] ∪ [2√2,+∞). Inoltre
per ogni y ∈ (−∞,−2√2] le soluzioni x sono negative mentre per ogni
y ∈ [2√2,+∞) le soluzioni x sono positive. Questo significa
A+ = [2
√
2,+∞), A− = (−∞,−2
√
2].
Dunque (b) e` vera, (c) falsa, (d) falsa.
Soluzione 2.1.10 (Testo 1.1.10)
Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni di variabile reale x.
(a)
x2 − 2x
x2 − 4x+ 3 > 0
(b) log(x− 1)2 − log(x− 2) > 0
(c) ex + e−x <
10
3
(d) 8x+1 ≥ 2x2
(e) log(1− sinx) ≥ 0
(f) |x|
√
1− 2x2 > 2x2 − 1
(g) sin2 x = 2 cos2 x− 1
2
(h) esin
2 x−sinx ≤ 1
(i) 2
∣∣∣x2 − x∣∣∣ > |x|
(j) (x+ 1)x
2−1 > 1
(k) 3|x
2−4| = 0
(a) Il numeratore x2 − 2x e` positivo per x < 0 oppure per x > 2, nullo
per x = 0, x = 2, negativo per 0 < x < 2. Il denominatore x2 − 4x + 3 e`
positivo per x < 1 oppure per x > 3, negativo per 1 < x < 3. Il quoziente e`
definito ed ha il segno positivo richiesto per
x ∈ (−∞, 0) ∪ (1, 2) ∪ (3,+∞).
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(b) La funzione f(x) = log(x − 1)2 − log(x − 2) e` definita per x > 2 in
quanto per tali x, e solo per tali, risulta x − 2 > 0, (x − 1)2 > 0. Nel suo
dominio, si ha, come richiesto, f(x) > 0 se e solo se
log(x− 1)2 > log(x− 2), x > 2
quindi se e solo se 
(x− 1)2 > x− 2
x > 2
.
Otteniamo 
x2 − 3x+ 3 > 0
x > 2
.
che equivale a
x > 2
in quanto x2 − 3x + 3 > 0 e` soddisfatta per ogni x. In tutto il proprio
dominio (2,+∞) la funzione f(x) assume valori positivi.
(c) Per ogni x ∈ R
ex + e−x <
10
3
equivale a
3e2x − 10ex + 3 < 0
quindi a
1
3
< ex < 3.
Ne segue che la disequazione e` risolta da
− log 3 < x < log 3.
(d) Per ogni x ∈ R
8x+1 ≥ 2x2
equivale a
23x+3 ≥ 2x2
quindi a
3x+ 3 ≥ x2
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dal momento che 2x e` una funzione strettamente crescente in R. Ne segue
che la disequazione e` risolta da
3−√21
2
≤ x ≤ 3 +
√
21
2
.
(e) La funzione f(x) = log(1− sinx) e` definita per sinx < 1 quindi per
x 6= pi
2
+ 2kpi, k ∈ Z.
Per tali x si ha f(x) ≥ 0 se e solo se
1− sinx ≥ 1
quindi per
sinx ≤ 0.
La disequazione data e` risolta per
pi + 2kpi ≤ x ≤ 2pi + 2kpi, k ∈ Z
cioe` per
x ∈
⋃
k∈Z
[pi + 2kpi, 2pi + 2kpi].
(f)
√
1− 2x2 e` definita per 1− 2x2 ≥ 0. Quando 1− 2x2 = 0 la disequa-
zione non e` soddisfatta in quanto si riduce a 0 > 0. Quando 1− 2x2 > 0 la
disequazione e` soddisfatta in quanto il primo membro |x|√1− 2x2 e` il pro-
dotto di due numeri positivi mentre il secondo membro 2x2−1 = −(1−2x2)
e` negativo. Dunque la disequazione e` risolta per
−
√
1
2
< x <
√
1
2
.
(g) L’equazione
sin2 x = 2 cos2 x− 1
2
equivale a
2 sin2 x = 4(1− sin2 x)− 1
6 sin2 x = 3
sinx = ±
√
1
2
.
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Le soluzioni sono date da
x =
pi
4
+
kpi
2
, k ∈ Z.
(h) Per ogni x ∈ R, esin2 x−sinx ≤ 1 equivale a
sin2 x− sinx ≤ 0
quindi a
0 ≤ sinx ≤ 1.
Le soluzioni sono date da
2kpi ≤ x ≤ pi + 2kpi, k ∈ Z
cioe` da
x ∈
⋃
k∈Z
[2kpi, pi + 2kpi].
(i) La disequazione 2
∣∣x2 − x∣∣ > |x| non e` soddisfatta per x = 0. Per
x 6= 0, dividendo per il termine positivo |x|, equivale a
2 |x− 1| > 1
quindi a
|x− 1| > 1/2.
Le soluzioni sono date da
(x− 1 < −1/2, x 6= 0) ∨ (x− 1 > 1/2),
(x < 1/2, x 6= 0) ∨ x > 3/2
quindi da
x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1/2) ∪ (3/2,+∞).
(j) La funzione f(x) = (x + 1)x
2−1 e` definita per x > −1. Per tali x,
f(x) > 1 equivale a
e(x
2−1) log(x+1) > 1
quindi a
(x2 − 1) log(x+ 1) > 0, x > −1.
Dividendo per il termine positivo x+ 1 si ottiene
(x− 1) log(x+ 1) > 0, x > −1.
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Il fattore x−1 e` positivo per x > 1, nullo per x = 1, negativo per−1 < x < 1.
Il fattore log(x + 1) e` positivo per x > 0, nullo per x = 0, negativo per
−1 < x < 0. Per la regola dei segni, le soluzioni sono date da
x ∈ (−1, 0) ∪ (1,+∞).
(k) 3|x2−4| = 0 non ha soluzioni in quanto 3y > 0 per ogni y ∈ R.
2.2 Soluzioni numeri complessi
Soluzione 2.2.1 (Testo 1.2.1)
Porre in forma algebrica i seguenti numeri complessi z identificandone la
parte reale e la parte immaginaria. Per ciascuno, poi, trovare il modulo, il
coniugato ed il reciproco.
(a) z =
2 + 5i
1 + i
(b) z =
2 + i
1− 3i
(a)
z =
2 + 5i
1 + i
· 1− i
1− i =
7 + 3i
2
=
7
2
+ i
3
2
da cui
<z = 7
2
, =z = 3
2
, |z| =
√
49
4
+
9
4
=
√
58
2
, z¯ =
7
2
− i3
2
.
Infine
z−1 =
1
z
· z¯
z¯
=
z¯
|z|2 =
7− 3i
2
· 4
58
=
7
29
− i 3
29
.
(b)
z =
2 + i
1− 3i ·
1 + 3i
1 + 3i
=
−1 + 7i
10
= − 1
10
+ i
7
10
da cui
<z = − 1
10
, =z = 7
10
, |z| =
√
1
100
+
49
100
=
√
2
2
, z¯ = − 1
10
− i 7
10
.
Infine
z−1 =
1
z
· z¯
z¯
=
z¯
|z|2 = −
1 + 7i
10
· 2 = −1
5
− i7
5
.
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Soluzione 2.2.2 (Testo 1.2.2)
Determinare tutti i numeri complessi z che verificano:
(a) |z| ≤ |z − 2i|
(b) (1− i)z − (1 + i)z¯ = i
(c) |z + z¯|+ |z − z¯| ≤ 2
(d) =(z)− |z + z¯|2 < 1
(e)

zz¯ ≤ 2
z + z¯ ≤ 2
I problemi dati non coinvolgono solo polinomi nella variabile z. Conviene
passare alla forma z = x+ iy, x, y ∈ R.
(a)
|x+ iy| ≤ |x+ i(y − 2)|
|x+ iy|2 ≤ |x+ i(y − 2)|2
x2 + y2 ≤ x2 + (y − 2)2
0 ≤ −4y + 4
y ≤ 1.
Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha un semipiano chiuso.
(b)
(1− i)(x+ iy)− (1 + i)(x− iy) = i
x+ y − ix+ iy − x− y − ix+ iy = i
i(2y − 2x) = i
2y − 2x = 1.
Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha una retta.
(c)
|z + z¯|+ |z − z¯| ≤ 2
2|<z|+ 2|=z| ≤ 2
x+ y ≤ 1.
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Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha un semipiano chiuso.
(d)
=(z)− |z + z¯|2 < 1
=(z)− 2|<z|2 < 1
y < 2x2 + 1.
Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha la regione aperta al
di sotto della parabola y = 2x2 + 1.
(e) 
|z|2 ≤ 2
2<z ≤ 2

x2 + y2 ≤ 2
x ≤ 1
Rappresentando le soluzioni nel piano cartesiano, si ha la parte di piano
comune al cerchio chiuso di centro l’origine e raggio
√
2 ed al semipiano
chiuso a sinistra della retta verticale x = 1.
Soluzione 2.2.3 (Testo 1.2.3)
Il sistema in C 
z2 + z¯2 = 0
|<(z)|+ |=(z)| = 1
ha:
(a) due soluzioni
(b) tre soluzioni
(c) quattro soluzioni
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
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Posto z = x+ iy, x, y ∈ R, si ha
(x+ iy)2 + (x− iy)2 = 0
|x|+ |y| = 1
x2 − y2 + 2ixy + x2 − y2 − 2ixy = 0
|x|+ |y| = 1
x2 = y2
|x|+ |y| = 1
|x| = |y|
|x|+ |y| = 1
|x| = 1/2
|y| = 1/2
.
Si ottengono i quattro punti (1 + i)/2, (−1+ i)/2, (1− i)/2, −(1 + i)/2. La
risposta corretta e` (c).
Soluzione 2.2.4 (Testo 1.2.4)
Le soluzioni z = x+ iy dell’equazione complessa
z2 − zz¯ + iz = −3 + 2i
soddisfano
(a)
(
x+
1
6
)2
+
(
y +
1
4
)2
= 1
(b) y =
2
3
x+ 1
(c)
(
x− 1
6
)2
+
(
y − 1
4
)2
= 1
(d) y =
3
2
x
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(x+ iy)2 − (x2 + y2) + ix− y = −3 + 2i
−2y2 − y + i(x+ 2xy) = −3 + 2i
2y2 + y − 3 = 0
x+ 2xy = 2
y = 1 ∨ y = −3/2
x = 2/(1 + 2y)
Si ottengono i due punti (2/3) + i, −1 − i(3/2) che giacciono sulla retta
y = (3/2)x. La risposta corretta e` (d).
Soluzione 2.2.5 (Testo 1.2.5)
Trovare modulo ed argomento principale di
(a) z = −1− i
√
3 , (b) z = −4i.
(a) Si ha |z| = √1 + 3 = 2. L’argomento principale Arg z e` l’unico
ϑ ∈ [−pi, pi) tale che
cosϑ = <z/|z| = −1/2, sinϑ = =z/|z| = −
√
3/2
quindi Arg z = −2pi/3.
(b) Si ha |z| = 4. L’argomento principale Arg z e` l’unico ϑ ∈ [−pi, pi)
tale che
cosϑ = <z/|z| = 0, sinϑ = =z/|z| = −1
quindi Arg z = −pi/2.
Soluzione 2.2.6 (Testo 1.2.6)
Sia z =
√
3− 3i. Le soluzioni w con =(w) < 0 dell’equazione
w6 = |z|(z + z¯)
sono in numero di:
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(a) due
(b) tre
(c) nessuna
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Si ha |z| = √12, z + z¯ = 2√3 quindi
w6 = 12.
Le radici seste complesse di un numero reale positivo sono sei, a due a due
opposte e due tra loro sono reali. Delle quattro rimanenti due hanno parte
immaginaria positiva e due parte immaginaria negativa. La risposta corretta
e` (a). Vogliamo comunque determinarne i valori. Posto w = r(cosϑ+i sinϑ),
tenendo conto che |12| = 12, arg12 = 2kpi, k ∈ Z, otteniamo
r6 = 12
6ϑ = 2kpi
r = 121/6
ϑ = kpi/3.
Abbiamo quindi le sei radici
wk = 121/6(cos kpi/3 + i sin kpi/3), k = 0, 1, 2, 3, 4, 5,
cioe`
w0 = 121/6, w1 = 121/6(1/2 + i
√
3/2), w2 = 121/6(−1/2 + i
√
3/2)
w3 = −121/6, w4 = 121/6(−1/2− i
√
3/2), w5 = 121/6(1/2− i
√
3/2).
Le due con parte immaginaria negativa sono w4 e w5.
Soluzione 2.2.7 (Testo 1.2.7)
Risolvere il seguente sistema nella incognita z ∈ C.
z6 = i
<(z)=(z) < 0
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Risolviamo prima l’equazione z6 = i. Posto z = r(cosϑ+i sinϑ), tenendo
conto che |i| = 12, arg(i) = pi/2 + 2kpi, k ∈ Z, otteniamo
r6 = 1
6ϑ = pi/2 + 2kpi
r = 1
ϑ = pi/12 + kpi/3.
Abbiamo quindi le sei radici
zk = cos((pi + 4k)/12) + i sin((pi + 4k)/12), k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.
Quelle che soddisfano la condizione <(z)=(z) < 0 (punti del II o IV qua-
drante) sono:
z2 = −
√
1/2 + i
√
1/2, z5 =
√
1/2− i
√
1/2.
Soluzione 2.2.8 (Testo 1.2.8)
Risolvere le seguenti equazioni di variabile complessa z.
(a) z3 = −27i
(b) z5 + (3 + i
√
3)z = 0
(c)
(
z + i
1 + i
)3
= −8i
(d)
(
z − i
i
)4
= −16
(a) Posto z = r(cosϑ+i sinϑ), tenendo conto che |−27i| = 27, arg(−27i) =
−pi/2 + 2kpi, k ∈ Z, otteniamo
r3 = 27
3ϑ = −pi/2 + 2kpi
r = 3
ϑ = (4k − 1)pi/6.
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Abbiamo quindi le tre radici
zk = 3 cos((4k − 1)pi/6) + 3i sin((4k − 1)pi/6), k = 0, 1, 2,
cioe`
z0 = 3
√
3/2− 3i/2, z1 = 3i, z2 = −3
√
3/2− 3i/2.
(b) Abbiamo
z(z4 + 3 + i
√
3) = 0
quindi una soluzione e` z = 0. Le altre quattro si trovano risolvendo
z4 = −3− i
√
3.
Posto z = r(cosϑ+ i sinϑ), tenendo conto che
| − 3− i
√
3| = 2
√
3, arg(−3− i
√
3) = −5pi/6 + 2kpi,
k ∈ Z, otteniamo 
r4 = 121/2
4ϑ = −5pi/6 + 2kpi
r = 121/8
ϑ = −5pi/24 + kpi/2.
Oltre alla soluzione z = 0, abbiamo quindi le ulteriori quattro radici
zk = 121/8 cos((12k − 5)pi/24) + 121/8i sin((12k − 5)pi/24), k = 0, 1, 2, 3.
(c) Posto w = (z + i)/(1 + i), risolviamo w3 = −8i. Scrivendo w =
r(cosϑ + i sinϑ), tenendo conto che | − 8i| = 8, arg(−8i) = −pi/2 + 2kpi,
k ∈ Z, otteniamo 
r3 = 8
3ϑ = −pi/2 + 2kpi
r = 2
ϑ = (4k − 1)pi/6.
Abbiamo quindi le tre radici
wk = 2 cos((4k − 1)pi/6) + 2i sin((4k − 1)pi/6), k = 0, 1, 2,
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cioe`
w0 =
√
3− i, w1 = 2i, w2 = −
√
3− i.
Tornando alla variabile z, da z = (1+ i)w− i, le tre soluzioni dell’equazione
data sono
z0 =
√
3 + 1 + i
√
3− 2i, z1 = −2 + i, z3 = 1−
√
3− i
√
3− 2i.
(d) Da i4 = 1 abbiamo (z − i)4 = −16. Posto w = z − i, risolviamo
w4 = −16. Scrivendo w = r(cosϑ+ i sinϑ), tenendo conto che | − 16| = 16,
arg(−16) = −pi + 2kpi, k ∈ Z, otteniamo
r4 = 16
4ϑ = −pi + 2kpi
r = 2
ϑ = −pi/4 + kpi/2.
Abbiamo quindi le quattro radici
wk = 2 cos((2k − 1)pi/4) + 2i sin((2k − 1)pi/4), k = 0, 1, 2, 3,
cioe`
w0 =
√
2− i
√
2, w1 =
√
2 + i
√
2, w2 = −
√
2 + i
√
2, w3 = −
√
2− i
√
2.
Tornando alla variabile z, da z = w + i, le quattro soluzioni dell’equazione
data sono
z0 =
√
2−i
√
2+i, z1 =
√
2+i
√
2+i, z2 = −
√
2+i
√
2+i, z3 = −
√
2−i
√
2+i.
Soluzione 2.2.9 (Testo 1.2.9)
L’equazione
z4 − 2z3 + 4z2 − 2z + 3 = 0
ha z1 = i per soluzione. Indicando con z2, z3, z4 le altre soluzioni, si ha:
(a) =(z1z2z3z4) = 0
(b) <(z1 + z2 + z3 + z4) = 0
(c) < ((z1 + z2 + z3 + z4)−1) = 1/2
2.2. SOLUZIONI NUMERI COMPLESSI 53
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
L’equazione e` a coefficienti reali quindi le soluzioni sono coniugate, in
particolare un’altra soluzione e` z2 = −i. Ne segue che il polinomio
p(z) = z4 − 2z3 + 4z2 − 2z + 3
e` divisibile per (z− i)(z+ i) cioe` per z2+1. Eseguendo la divisione si ottiene
p(z) = (z2 + 1)(z2 − 2z + 3)
quindi abbiamo tra le soluzioni anche le radici di
z2 − 2z + 3 = 0
che sono z3 = 1− i
√
2, z4 = 1 + i
√
2.
Riassumendo, le soluzioni dell’equazione data sono
z1 = i, z2 = −i, z3 = 1− i
√
2, z4 = 1 + i
√
2.
Dal momento che z1 + z2 + z3 + z4 = 2, la risposta corretta e` (c).
Soluzione 2.2.10 (Testo 1.2.10)
Siano zh, h = 1, . . . , 6 le soluzioni di
z6 − (8− i)z3 − 8i = 0.
Si ha:
(a)
6∑
h=1
<(zh) = −1
(b)
6∑
h=1
=(zh) = −1
(c)
6∑
h=1
<(zh) = 1
(d)
6∑
h=1
=(zh) = 0
(e)
6∑
h=1
<(zh) = 2
(f) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
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Conviene fattorizzare in
(z3 − 8)(z3 + i) = 0
poi risolvere le due equazioni
z3 = 8, z3 = −i
con l’usuale metodo piu` volte illustrato nelle soluzioni degli esercizi prece-
denti. Si ottengono i valori:
z1 = 2, z2 = −1 + i
√
3, z3 = −1− i
√
3,
z4 =
√
3/2− i/2, z5 = i, z6 = −
√
3/2− i/2.
La risposta corretta e` (b).
2.3 Soluzioni limiti di successioni
Soluzione 2.3.1 (Testo 1.3.1)
Utilizzando la definizione di limite, verificare che:
(a) lim
n→+∞
n
2n+ 5
=
1
2
(b) lim
n→+∞
1√
n+ 1
= 0
(c) lim
n→+∞
√
4 +
1
n
= 2
(d) lim
n→+∞(n
2 − 1) = +∞
(a) Poniamo an =
n
2n+ 5
. Dobbiamo verificare che per ogni ε > 0 esiste
nε ∈ N tale che
n > nε ⇒ 12 − ε < an <
1
2
+ ε.
Abbiamo
an − 12 = −
5
4n+ 10
quindi si deve verificare che
n > nε ⇒ −ε < − 54n+ 10 < ε.
2.3. SOLUZIONI LIMITI DI SUCCESSIONI 55
La seconda diseguaglianza e` vera in maniera evidente mentre la prima equi-
vale a
4n+ 10 >
5
ε
n >
5
4ε
− 5
2
.
La verifica e` completata prendendo per ogni ε > 0 la parte intera di
5
4ε
− 5
2
come nε.
(b) Poniamo an =
1√
n+ 1
. Dobbiamo verificare che per ogni ε > 0
esiste nε ∈ N tale che
n > nε ⇒ −ε < an < ε.
La prima diseguaglianza e` vera in maniera evidente mentre la seconda equi-
vale a √
n+ 1 >
1
ε
n >
1
ε2
− 1
.
La verifica e` completata prendendo per ogni ε > 0 la parte intera di
1
ε2
− 1
come nε.
(c) Poniamo an =
√
4 +
1
n
. Dobbiamo verificare che per ogni ε > 0
esiste nε ∈ N tale che
n > nε ⇒ 2− ε < an < 2 + ε.
La prima diseguaglianza e` vera in maniera evidente dal momento che an > 2
per ogni n. La seconda equivale a
4 +
1
n
< 4 + ε2 + 4ε
n >
1
ε2 + 4ε
.
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La verifica e` completata prendendo per ogni ε > 0 la parte intera di
1
ε2 + 4ε
come nε.
(d) Poniamo an = n2−1. Dobbiamo verificare che per ogni M > 0 esiste
nM ∈ N tale che
n > nM ⇒ an > M.
Abbiamo
n2 − 1 > M
n >
√
M + 1
.
La verifica e` completata prendendo per ogni M > 0 la parte intera di√
M + 1 come nM .
Soluzione 2.3.2 (Testo 1.3.2)
Calcolare i seguenti limiti che si presentano in forma indeterminata (elemen-
tare):
(a) lim
n→+∞
n2 + 2n
n+ 1
(b) lim
n→+∞
n4 + 5
n5 + 7n− 1
(c) lim
n→+∞
1− n2
(n+ 2)2
(d) lim
n→+∞
√
n2 + 1−√n
(a)
lim
n→+∞
n2 + 2n
n+ 1
= lim
n→+∞
n2
(
1 + 2n
)
n
(
1 + 1n
) = lim
n→+∞
n2
n
= +∞.
(b)
lim
n→+∞
n4 + 5
n5 + 7n− 1 = limn→+∞
n4
(
1 + 5
n4
)
n5
(
1 + 7
n4
− 1
n5
) = lim
n→+∞
n4
n5
= 0.
2.3. SOLUZIONI LIMITI DI SUCCESSIONI 57
(c)
lim
n→+∞
1− n2
(n+ 2)2
= lim
n→+∞
−n2
(
1− 1
n2
)
n2
(
1 + 4n +
4
n2
) = lim
n→+∞
−n2
n2
= −1.
(d)
lim
n→+∞
√
n2 + 1−√n = lim
n→+∞n
(√
1 +
1
n2
−
√
1
n
)
= lim
n→+∞n = +∞.
Soluzione 2.3.3 (Testo 1.3.3)
Calcolare i seguenti semplici limiti utilizzando limiti notevoli:
(a) lim
n→+∞ e
n − 2n
(b) lim
n→+∞ 3
n + 4n − 5n
(c) lim
n→+∞n
√
2
(d) lim
n→+∞n
−e
(e) lim
n→+∞
n
√
n2
Si utilizzano i limiti notevoli an → +∞ per a > 1, an → 0 per |a| < 1,
nα → +∞ per α > 0 e n√n→ 1.
(a)
lim
n→+∞ e
n − 2n = lim
n→+∞ e
n
(
1−
(
2
e
)n)
= +∞
in quanto en → +∞, (2/e)n → 0.
(b)
lim
n→+∞ 3
n + 4n − 5n = lim
n→+∞−5
n
(
1−
(
3
5
)n
−
(
4
5
)n)
= −∞
in quanto −5n → −∞, (3/5)n → 0, (4/5)n → 0.
(c) Per ogni α > 0, anche irrazionale, lim
n→+∞n
α = +∞.
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(d)
lim
n→+∞n
−e = lim
n→+∞
1
ne
= 0.
(e)
lim
n→+∞
n
√
n2 = lim
n→+∞
(
n
√
n
)2 = 12 = 1.
Soluzione 2.3.4 (Testo 1.3.4)
Calcolare i seguenti limiti:
(a) lim
n→+∞
2n + n2 + 1
5n + 2n + n
(b) lim
n→+∞
n!− 5n
7n
(c) lim
n→+∞
23n−1 − n2
(2n)!− 5n
(d) lim
n→+∞
n+ sinn
cosn+ log n
(e) lim
n→+∞n sin
2
n
(f) lim
n→+∞ log(n
2 − 4)− log(4n2 − 3)
(g) lim
n→+∞
(
n− 1
n− 3
)n
(h) lim
n→+∞
(
n2 + 1
n2
)n
(i) lim
n→+∞
(
2n− 5
2n
)−n
Nei primi quattro limiti, utilizziamo il fatto che una somma di infiniti e di
successioni limitate e` equivalente all’infinito di ordine superiore. Ricordiamo
che i seguenti infiniti, per α > 0, a > 1, sono elencati in ordine crescente:
log n, nα, an, n!, nn
(a)
lim
n→+∞
2n + n2 + 1
5n + 2n + n
= lim
n→+∞
2n
5n
= lim
n→+∞
(
2
5
)n
= 0
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(b)
lim
n→+∞
n!− 5n
7n
= lim
n→+∞
n!
7n
= +∞
(c)
lim
n→+∞
23n−1 − n2
(2n)!− 5n = limn→+∞
23n−1
(2n)!
= 0
(d)
lim
n→+∞
n+ sinn
cosn+ log n
= lim
n→+∞
n
log n
= +∞
(e) Utilizziamo sin an ∼ an per an → 0:
lim
n→+∞n sin
2
n
= lim
n→+∞n ·
2
n
= 2
(f) Utilizziamo log an → log a per an → a per an, a > 0:
lim
n→+∞ log(n
2 − 4)− log(4n2 − 3) = lim
n→+∞ log
n2 − 4
4n2 − 3 = log
1
4
= − log 4
Negli ultimi tre limiti, forme indeterminate 1±∞, usiamo(
1 +
1
an
)an
→ e per an → ±∞.
(g)
lim
n→+∞
(
n− 1
n− 3
)n
= lim
n→+∞
(1 + 1n−3
2
)n−3
2

2n
n−3
= e2.
(h)
lim
n→+∞
(
n2 + 1
n2
)n
= lim
n→+∞
[(
1 +
1
n2
)n2] 1n
= e0 = 1.
(i)
lim
n→+∞
(
2n− 5
2n
)−n
= lim
n→+∞
(1 + 1−2n5
)− 2n
5

5
2
=
√
e5.
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Soluzione 2.3.5 (Testo 1.3.5)
Sia
lim
n→+∞
e−
1
n4 − 1
n4
− 1
log(n4 + 1)− 4 log n = L.
(a) L = −2
(b) L = +∞
(c) L = e
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Utilizziamo il fatto che per an → 0
ean − 1 = an + bn
con bn infinitesimo di ordine superiore ad an.
Inoltre, sempre per an → 0,
log(1 + an) ∼ an.
Indicando con bn un infinitesimo di ordine superiore a 1/n4, quindi trascu-
rabile rispetto a 1/n4, abbiamo
lim
n→+∞
e−
1
n4 − 1
n4
− 1
log(n4 + 1)− 4 log n = limn→+∞
− 2
n4
+ bn
log n4+1
n4
= lim
n→+∞
− 2
n4
1
n4
= −2.
La risposta corretta e` (a).
Soluzione 2.3.6 (Testo 1.3.6)
Sia
lim
n→+∞n (log(n+ 2)− log n) = L.
(a) L = 2
(b) L non esiste
(c) L = 1
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
lim
n→+∞n (log(n+ 2)− log n) = limn→+∞n log
(
1 +
2
n
)
= lim
n→+∞n ·
2
n
= 2.
La risposta corretta e` (a).
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Soluzione 2.3.7 (Testo 1.3.7)
Sia
lim
n→+∞
(√
3 + n
e− 2n
)n
= L.
(a) L = 0
(b) L = exp
(√
3− e2
)
(c) L = +∞
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Posto
an =
√
3 + n
e− 2n
abbiamo an < 0 per n ≥ 2 e
|an|n =
(√
3 + n
2n− e
)n
→ 0
in quanto |an| → 1/2. Da |an|n → 0 segue (an)n → 0. La risposta corretta
e` (a).
Soluzione 2.3.8 (Testo 1.3.8)
Sia
lim
n→+∞(−1)
nnα
(
1 + 3n
2− n
)n
= L.
(a) L non esiste se α ≥ 0
(b) L = +∞ per ogni α ∈ R
(c) L = 0 se α < 0
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Poniamo
an = (−1)n
(
1 + 3n
2− n
)n
=
(
1 + 3n
n− 2
)n
.
Abbiamo an → +∞ in quanto (1 + 3n)/(n− 2)→ 3. Confrontiamo an con
3n:
an
3n
=
(
1 + 3n
3n− 6
)n
=
(1 + 13n−6
7
) 3n−6
7

7n
3n−6
→ e7/3
da cui
an ∼ 3ne7/3.
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Ne segue
lim
n→+∞(−1)
nnα
(
1 + 3n
2− n
)n
= lim
n→+∞ e
7/3nα3n = +∞
anche quando α < 0 perche` 3n e` un infinito di ordine superiore ad ogni
potenza di n. La risposta corretta e` (b).
Soluzione 2.3.9 (Testo 1.3.9)
Sia
lim
n→+∞
(
an+ 2
en+ a
)n
= L.
(a) L = exp
(
2
e − 1
)
se a = e
(b) L = 1 se a ≤ e
(c) L = 0 se a > 0
(d) Nessuna delle altre risposte e` corretta.
Posto
an =
an+ 2
en+ a
abbiamo an → a/e quindi
(an)n →

+∞, a > e
0, 0 < a < e
dunque le risposte (b) e (c) non sono corrette. Nel caso a = e abbiamo una
forma indeterminata 1∞:
(
en+ 2
en+ e
)n
=
(1 + 1en+e
2−e
) en+e
2−e

(2−e)n
en+e
→ e−1+ 2e .
La risposta corretta e` (a).
2.4 Soluzioni limiti di funzioni
Soluzione 2.4.1 (Testo 1.4.1)
Da ex = 1 + x+ o(x), x→ 0, dedurre che
sinh(x) = x+ o(x), x→ 0.
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Per x→ 0
sinhx =
ex − e−x
2
=
1
2
[1 + x+ o(x)− (1− x+ o(x))] = x+ o(x).
Soluzione 2.4.2 (Testo 1.4.2)
Utilizzando cosh2 x− 1 = sinh2 x e l’esercizio precedente provare che
lim
x→0
coshx− 1
x2
=
1
2
e dedurne
coshx = 1 +
1
2
x2 + o(x2), x→ 0.
Dall’esercizio precedente abbiamo sinh2 x ∼ x2 per x→ 0 quindi
lim
x→0
coshx− 1
x2
· coshx+ 1
coshx+ 1
=
1
2
lim
x→0
sinh2 x
x2
=
1
2
lim
x→0
x2
x2
=
1
2
.
In particolare
lim
x→0
coshx− 1− 12x2
x2
= 0
che significa
coshx− 1− 1
2
x2 = o(x2),
coshx = 1 +
1
2
x2 + o(x2), x→ 0.
Soluzione 2.4.3 (Testo 1.4.3)
Precisare l’equivalenza
log(x2 + 1) ∼ 2 log x, x→ +∞
dimostrando che
log(x2 + 1) = 2 log x+
1
x2
+ o
(
1
x2
)
, x→ +∞.
log(x2 + 1) = log
(
x2
(
1 +
1
x2
))
= log x2 + log
(
1 +
1
x2
)
.
Ora 1/x2 → 0 per x→ +∞ e log(1 + y) = y + o(y) per y → 0, quindi
log(x2 + 1) = 2 log x+
1
x2
+ o
(
1
x2
)
, x→ +∞.
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Soluzione 2.4.4 (Testo 1.4.4)
Calcolare i seguenti limiti di funzioni di variabile reale:
(a) lim
x→+∞ log x−
√
x
(b) lim
x→+∞ 2
x − x2
(c) lim
x→+∞
log(x2 + 1)
2x
(d) lim
x→+∞
(
x+ 2
x+ 1
)x
(e) lim
x→0+
xlog x
Nei primi tre limiti usiamo il fatto che una somma di infiniti e` equivalente
all’infinito di ordine superiore e che i seguenti infiniti sono elencati in ordine
crescente per x→ +∞, α > 0, a > 1:
log x, xα, ax.
(a)
lim
x→+∞ log x−
√
x = lim
x→+∞−
√
x = −∞.
(b)
lim
x→+∞ 2
x − x2 = lim
x→+∞ 2
x = +∞.
(c) Usiamo anche l’equivalenza log(x2 + 1) ∼ 2 log x per x→ +∞:
lim
x→+∞
log(x2 + 1)
2x
= lim
x→+∞
2 log x
2x
= 0.
(d) Usiamo il limite notevole
lim
x→±∞
(
1 +
1
x
)x
= e.
lim
x→+∞
(
x+ 2
x+ 1
)x
= lim
x→+∞
[(
1 +
1
x+ 1
)x+1] xx+1
= e1 = e.
(e) La base x tende a 0, l’esponente log x tende a −∞ quindi il limite
non e` in forma indeterminata:
lim
x→0+
xlog x = +∞.
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Soluzione 2.4.5 (Testo 1.4.5)
Calcolare i seguenti limiti di quozienti utilizzando funzioni potenza equiva-
lenti per ciascun termine:
(a) lim
x→0
ex − 1
sinx
(b) lim
x→0
1− cosx
sin2 x
(c) lim
x→0
sin 3x
sin 4x
(d) lim
x→0
(1− e2x)2
1− cos 5x
(e) lim
x→0
sinx3
(1− ex)3
Usiamo le equivalenze deducibili da limiti notevoli per x→ 0:
sinx ∼ x, 1− cosx ∼ 1
2
x2, ex − 1 ∼ x.
(a)
lim
x→0
ex − 1
sinx
= lim
x→0
x
x
= 1.
(b)
lim
x→0
1− cosx
sin2 x
= lim
x→0
1
2x
2
x2
=
1
2
(c)
lim
x→0
sin 3x
sin 4x
= lim
x→0
3x
4x
=
3
4
(d)
lim
x→0
(1− e2x)2
1− cos 5x = limx→0
(−2x)2
1
2(5x)
2
=
8
25
(e)
lim
x→0
sinx3
(1− ex)3 = limx→0
x3
(−x)3 = −1.
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Soluzione 2.4.6 (Testo 1.4.6)
Calcolare
lim
x→0x
2e
√
pi
x
sin(x log 7).
Analizziamo l’esponente utilizzando l’equivalenza sin(x log 7) ∼ x log 7
per x→ 0:
lim
x→0
√
pi
x
sin(x log 7) = lim
x→0
√
pi
x
· x log 7 = √pi log 7
. Il limite dato vale
lim
x→0x
2e
√
pi
x
sin(x log 7) = 0 · e
√
pi log 7 = 0 · 7
√
pi = 0.
Soluzione 2.4.7 (Testo 1.4.7)
Calcolare
lim
x→0+
(
1
sinx
+ log x
)
.
Utilizzando
lim
x→0+
sinx log x = lim
x→0+
x log x = 0,
abbiamo
lim
x→0+
(
1
sinx
+ log x
)
= lim
x→0+
1 + sinx log x
sinx
= +∞
in quanto il numeratore 1+sinx log x tende a 1 mentre il denominatore sinx
e` una funzione positiva che tende a 0.
In maniera equivalente, sempre da
lim
x→0+
log x
1
sinx
= lim
x→0+
sinx log x = lim
x→0+
x log x = 0,
abbiamo che 1/ sinx e` infinito di ordine superiore rispetto a log x per x →
0+, quindi
lim
x→0+
(
1
sinx
+ log x
)
= lim
x→0+
1
sinx
= +∞.
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Soluzione 2.4.8 (Testo 1.4.8)
Calcolare
lim
x→0
(1− cosx)3 − sinx6
x6
.
Da
1− cosx ∼ 1
2
x2, sinx ∼ x, x→ 0,
abbiamo
lim
x→0
(1− cosx)3 − sinx6
x6
= lim
x→0
(1− cosx)3
x6
− lim
x→0
sinx6
x6
=
lim
x→0
1
8x
6
x6
− lim
x→0
x6
x6
=
1
8
− 1 = −7
8
.
In maniera equivalente, usando il calcolo dei simboli di Landau, da
cosx = 1− 1
2
x2 + o(x2), sinx = x+ o(x), x→ 0,
abbiamo
lim
x→0
(1− cosx)3 − sinx6
x6
= lim
x→0
1
8x
6 − x6 + o(x6)
x6
=
lim
x→0
−78x6 + o(x6)
x6
= lim
x→0
−78x6
x6
= −7
8
.
Soluzione 2.4.9 (Testo 1.4.9)
Calcolare
lim
x→0
8(1− cosx)3 − sinx6
x6
.
Da
1− cosx ∼ 1
2
x2, sinx ∼ x, x→ 0,
abbiamo
lim
x→0
8(1− cosx)3 − sinx6
x6
= lim
x→0
8(1− cosx)3
x6
− lim
x→0
sinx6
x6
=
lim
x→0
x6
x6
− lim
x→0
x6
x6
= 1− 1 = 0.
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In maniera equivalente, usando il calcolo dei simboli di Landau, da
cosx = 1− 1
2
x2 + o(x2), sinx = x+ o(x), x→ 0,
abbiamo
lim
x→0
8(1− cosx)3 − sinx6
x6
= lim
x→0
x6 − x6 + o(x6)
x6
=
lim
x→0
o(x6)
x6
= 0
in quanto il numeratore o(x6), per definizione stessa del simbolo di Landau,
e` infinitesimo di ordine superiore al denominatore x6.
Soluzione 2.4.10 (Testo 1.4.10)
Calcolare i seguenti limiti utilizzando il confronto tra infinitesimi
(a) lim
x→0
(sinx)2 + x
x3 − sinx
(b) lim
x→0
|1− cosx+ sinx|
(ex − 1)2
(c) lim
x→0
sin 2x− sin2 x
ex − 1
(d) lim
x→0
sin3 x− sin 4x
coshx− 1 + x
(e) lim
x→0
sinx− sinx2
sinh(2x)− sinh(2x)2
Usiamo gli sviluppi asintotici per x→ 0
sinx = x+ o(x), cosx = 1− 12x2 + o(x2), ex = 1 + x+ o(x),
sinhx = x+ o(x), coshx = 1 + 12x
2 + o(x2).
(a)
lim
x→0
(sinx)2 + x
x3 − sinx = limx→0
(x+ o(x))2 + x
x3 − x+ o(x) =
lim
x→0
x2 + o(x2) + x
x3 − x+ o(x) = limx→0
x+ o(x)
−x+ o(x) = limx→0
x
−x = −1.
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(b)
lim
x→0
|1− cosx+ sinx|
(ex − 1)2 = limx→0
|12x2 + o(x2) + x+ o(x)|
(x+ o(x))2
=
lim
x→0
|x+ o(x)|
x2 + o(x2)
= lim
x→0
|x|
x2
= lim
x→0
1
|x| = +∞.
(c)
lim
x→0
sin 2x− sin2 x
ex − 1 = limx→0
2x+ o(x)− (x+ o(x))2
x+ o(x)
=
lim
x→0
2x+ o(x)− x2 + o(x2)
x+ o(x)
= lim
x→0
2x+ o(x)
x+ o(x)
= lim
x→0
2x
x
= 2.
(d)
lim
x→0
sin3 x− sin 4x
coshx− 1 + x = limx→0
(x+ o(x))3 − 4x+ o(x)
1
2x
2 + o(x2) + x
=
lim
x→0
x3 + o(x3)− 4x+ o(x)
x+ o(x)
= lim
x→0
−4x+ o(x)
x+ o(x)
= lim
x→0
−4x
x
= −4.
(e)
lim
x→0
sinx− sinx2
sinh(2x)− sinh(2x)2 = limx→0
x+ o(x)− x2 + o(x2)
2x+ o(x)− (2x+ o(x))2 =
lim
x→0
x+ o(x)
2x+ o(x)− 4x2 + o(x2) = limx→0
x+ o(x)
2x+ o(x)
= lim
x→0
x
2x
=
1
2
.
Soluzione 2.4.11 (Testo 1.4.11)
Calcolare
lim
x→1+
log(1 +
√
x− 1)√
x2 − 1 .
Abbiamo
lim
x→1+
log(1 +
√
x− 1)√
x2 − 1 = limx→1+
log(1 +
√
x− 1)√
x− 1√x+ 1 =
1√
2
lim
x→1+
log(1 +
√
x− 1)√
x− 1 .
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Ponendo y =
√
x− 1 il limite diventa
1√
2
lim
y→0+
log(1 + y)
y
=
1√
2
per il limite notevole limy→0(log(1 + y))/y = 1.
Soluzione 2.4.12 (Testo 1.4.12)
Calcolare
lim
x→+∞
(
e
√
x2+x − e
√
x2−1) .
Raccogliendo e
√
x2−1 si ottiene
lim
x→+∞ e
√
x2−1 (e√x2+x−√x2−1 − 1) .
Esaminiamo la forma indeterminata
√
x2 + x−√x2 − 1 per x→ +∞:
lim
x→+∞
√
x2 + x−
√
x2 − 1 ·
√
x2 + x+
√
x2 − 1√
x2 + x+
√
x2 − 1 = limx→+∞
x2 + x− x2 + 1√
x2 + x+
√
x2 − 1
= lim
x→+∞
x+ 1
x
(√
1 + 1x +
√
1− 1
x2
) = 1
2
.
Il limite dato vale quindi
lim
x→+∞ e
√
x2−1 (e√x2+x−√x2−1 − 1) = (√e− 1) lim
x→+∞ e
√
x2−1 = +∞.
In maniera equivalente, da 1/x→ 0 per x→ +∞ e da√
1 + y = 1 + (1/2)y + o(y)
per y → 0, abbiamo
√
x2 + x = x
√
1 +
1
x
= x
(
1 +
1
2x
+ o
(
1
x
))
= x+
1
2
+ o(1), x→ +∞,
dove o(1) indica un generico infinitesimo, e
√
x2 − 1 = x
√
1− 1
x2
= x
(
1− 1
2x2
+ o
(
1
x2
))
= x− 1
2x
+o
(
1
x
)
, x→ +∞.
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Il limite dato vale quindi
lim
x→+∞
(
e
√
x2+x − e
√
x2−1) = lim
x→+∞
(
ex+1/2+o(1) − ex−1/(2x)+o(1/x)
)
=
lim
x→+∞ e
x
(
e1/2+o(1) − e−1/(2x)+o(1/x)
)
= (
√
e− 1) lim
x→+∞ e
x = +∞.
Soluzione 2.4.13 (Testo 1.4.13)
Calcolare i seguenti limiti
(a) lim
x→+∞
1 + x4 sin(1/x4)
x2(1− cos(1/x2))
(b) lim
x→+∞
x2e−1/x4 − x2
log(x2 + 1)− 2 log x
Utilizziamo il fatto che 1/x → 0 per x → +∞ e gli sviluppi asintotici
per y → 0
sin y = y+o(y), cos y = 1−1
2
y2+o(y2), ey = 1+y+o(y), log(1+y) = y+o(y).
(a)
lim
x→+∞
1 + x4 sin(1/x4)
x2(1− cos(1/x2)) = limx→+∞
1 + x4
(
1
x4
+ o
(
1
x4
))
x2
(
1
2x2
+ o
(
1
x2
)) =
lim
x→+∞
1 + 1 + o(1)
1
2 + o(1)
= 4
dove, come sempre, o(1) indica un generico infinitesimo.
(b)
lim
x→+∞
x2
(
e−1/x4 − 1
)
log(x2 + 1)− log x2 = limx→+∞
x2
(
− 1
x4
+ o
(
1
x4
))
log
(
1 + 1
x2
) =
lim
x→+∞
− 1
x2
+ o
(
1
x2
)
1
x2
+ o
(
1
x2
) = lim
x→+∞
− 1
x2
+ o
(
1
x2
)
1
x2
+ o
(
1
x2
) = lim
x→+∞
− 1
x2
1
x2
= −1.
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Soluzione 2.4.14 (Testo 1.4.14)
Calcolare
lim
x→0
e−x4 − x4 − 1
x2 cosx− x2 .
Usiamo lo sviluppo e−x4 = 1−x4+o(x4) e l’equivalenza cosx−1 ∼ −x2/2
per x→ 0:
lim
x→0
e−x4 − x4 − 1
x2(cosx− 1) = limx→0
1− x4 + o(x4)− x4 − 1
x2
(
−x22
)
= lim
x→0
−2x4 + o(x4)
−x42
= lim
x→0
−2x4
−x42
= 4.
Soluzione 2.4.15 (Testo 1.4.15)
Calcolare
lim
x→pi/4
(2 sin2 x)
1
cos 2x .
Utilizzando cos 2x = 1 − 2 sin2 x e ponendo y = 1 − 2 sin2 x, si osserva
che y → 0 per x→ pi/4 ed il limite dato vale
lim
y→0(1− y)
1
y = lim
y→0 e
log(1−y)
y = e−1 =
1
e
in forza anche del limite notevole limy→0(log(1− y))/y = −1.
Soluzione 2.4.16 (Testo 1.4.16)
Calcolare
lim
x→0+
(1 + x5)
1
x2 sin 2x − 1
2 log(1 + x3)
.
Scriviamo il numeratore nella forma
e
log(1+x5)
x2 sin 2x − 1
ed analizziamo l’esponente. Per x→ 0 si ha
log(1 + x5)
x2 sin 2x
∼ x
5
x2 · 2x =
x2
2
.
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Da questo e da ey − 1 ∼ y per y → 0, segue
e
log(1+x5)
x2 sin 2x − 1 ∼ log(1 + x
5)
x2 sin 2x
∼ x
2
2
.
Il limite dato vale
lim
x→0+
(1 + x5)
1
x2 sin 2x − 1
2 log(1 + x3)
= lim
x→0+
x2
2
2x3
=
1
4
lim
x→0+
1
x
= +∞.
Soluzione 2.4.17 (Testo 1.4.17)
Calcolare
lim
x→0+
1− xx
x2
.
Scritto il numeratore nella forma
1− ex log x,
l’esponente x log x tende a zero per x→ 0+. Poiche` 1− ey ∼ −y per y → 0,
ne segue
1− ex log x ∼ −x log x, x→ 0+.
Il limite dato vale
lim
x→0+
1− xx
x2
= lim
x→0+
−x log x
x2
= lim
x→0+
− log x
x
= +∞.
Soluzione 2.4.18 (Testo 1.4.18)
Calcolare
lim
x→0
sin(ex
3 − 1)√
1 + x3 − 1 .
Abbiamo
sin(ex
3 − 1) ∼ ex3 − 1 ∼ x3, x→ 0+
e √
1 + x3 − 1 ∼ 1
2
x3, x→ 0+.
Il limite dato vale
lim
x→0
sin(ex
3 − 1)√
1 + x3 − 1 = limx→0
x3
1
2x
3
= 2.
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Soluzione 2.4.19 (Testo 1.4.19)
Calcolare
lim
x→0+
xx − ex + xα
sin
√
x
= L
al variare del parametro α > 0.
Abbiamo
lim
x→0+
x log x
xα
=

0, α < 1
−∞, α = 1
quindi, per x → 0+, l’infinitesimo x log x e` di ordine inferiore rispetto ad
x (x = o(x log x)) ma di ordine superiore ad xα se α < 1 (x log x = o(xα),
α < 1).
Dunque, dallo sviluppo
ey = 1 + y + o(y), y → 0,
segue
xx − ex + xα = ex log x − ex + xα =
1 + x log x+ o(x log x)− 1− x+ o(x) + xα =
x log x+ o(x log x), α ≥ 1
xα + o(xα), 0 < α < 1.
Il limite dato vale
lim
x→0+
xx − ex + xα
sin
√
x
=

lim
x→0+
x log x√
x
= lim
x→0+
√
x log x = 0, α ≥ 1
lim
x→0+
xα√
x
= 0, 1/2 < α < 1
lim
x→0+
√
x√
x
= 1, α = 1/2
lim
x→0+
xα√
x
= +∞, 0 < α < 1/2.
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2.5 Soluzioni esercizi calcolo differenziale
Soluzione 2.5.1 (Testo 1.5.1)
Sia f : R→ R, f(x) = x3.
• Scrivere il rapporto incrementale R(h) di f nel punto x = 1.
R(h) =
f(1 + h)− f(1)
h
=
(1 + h)3 − 1
h
=
3h+ 3h2 + h3
h
= 3 + 3h+ h2.
• Calcolare f ′(1) come limite del rapporto incrementale.
f ′(1) = lim
h→0
3 + 3h+ h2 = 3.
• Scrivere l’equazione della retta tangente al grafico di f nel punto (1, 1).
La retta tangente ha equazione y − f(1) = f ′(1)(x− 1) quindi
y − 1 = 3(x− 1)
da cui
y = 3x− 2.
Soluzione 2.5.2 (Testo 1.5.2)
Calcolare la derivata delle seguenti funzioni f specificando il dominio di f e
di f ′:
(a) f(x) = x2 sin(x3)
(b) f(x) = x3 cos(e5x
2
)
(c) f(x) = e
1
x
(d) f(x) = 4
√
x2 log(x3)
(a) Le funzioni f ed f ′ sono definite su tutto R. Usando le regole della
derivata di un prodotto e di funzioni composte si ha
f ′(x) = 2x · sin(x3) + x2 · cos(x3) · 3x2 = 2x sin(x3) + 3x4 cos(x3).
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(b) Le funzioni f ed f ′ sono definite su tutto R. Usando le regole della
derivata di un prodotto e di funzioni composte si ha
f ′(x) = 3x2 · cos(e5x2)− x3 · sin(e5x2) · e5x2 · 10x =
3x2 cos(e5x
2
)− 10x4e5x2 sin(e5x2).
(c) Le funzioni f ed f ′ sono definite su R \ {0}. Usando la regole della
derivata di funzioni composte si ha
f ′(x) = − 1
x2
e
1
x .
(d) Da x3 > 0 e x2 log(x3) ≥ 0 si ha che f e` definita per x ∈ [1,+∞) e
per tali x si ha
f(x) = 4
√
3x2 log x
Grazie alle usuali regole di derivazione, per x > 1 la funzione f e` derivabile
e si ha:
f ′(x) =
4
√
3
4 4
√
x6 log3 x
(2x log x+ x) .
Per x = 1, non essendo applicabili le usuali regole di derivazione in quanto
la funzione 4
√
y non e` derivabile per y = 0, esaminiamo direttamente il limite
del rapporto incrementale dove l’incremento h ha senso solo se h > 0:
lim
h→0+
f(1 + h)− f(1)
h
= 4
√
3 lim
h→0+
4
√
(1 + h)2 log(1 + h)
h
=
4
√
3 lim
h→0+
log1/4(1 + h)
h
= 4
√
3 lim
h→0+
h1/4
h
= 4
√
3 lim
h→0+
1
h3/4
= +∞
dove si e` usato log1/4(1 + h) ∼ h1/4 per h → 0+. La funzione f non e`
derivabile per x = 1. Nel punto (1, 0) il grafico ha retta tangente verticale.
Alternativamente si giunge alla stessa conclusione f ′(1) = +∞ osservando
che f e` continua e che
lim
x→1+
f(x)− f(1)
x− 1 = limx→1+ f
′(x) = lim
x→1+
4
√
3
4 4
√
x6 log3 x
(2x log x+ x) = +∞
usando il Teorema del valor medio di Lagrange o, equivalentemente, le regole
di De L’Hospital per le forme indeterminate 0/0.
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Soluzione 2.5.3 (Testo 1.5.3)
Dare un esempio di f : R → R, continua per x = 1, non derivabile per
x = 1 e tale che f(0) = 2.
Ad esempio
f(x) = |x− 1|+ 1.
La funzione verifica f(0) = 2 ed e` continua su tutto R. In x = 1 si ha
f ′+(1) = 1, f ′−(1) = −1 quindi la funzione non e` derivabile.
Soluzione 2.5.4 (Testo 1.5.4)
Determinare gli eventuali asintoti delle seguenti funzioni nel loro dominio
naturale
(a) f(x) =
√
x3 − x
x+ 2
(b) f(x) =
√
9x2 + 2x+ 1
(c) f(x) = x
(
e−
1
x + sin
1
x
)
(a) La funzione f e` definita su
(−∞,−2) ∪ [−1, 0] ∪ [1,+∞).
Poiche`
lim
x→−2−
f(x) = +∞
la retta x = −2 e` asintoto verticale.
Per x→ +∞ abbiamo
lim
x→+∞
f(x)
x
= lim
x→+∞
√
x3 − x
x3 + 2x
= 1
e
lim
x→+∞ f(x)− x = limx→+∞
√x3 − x
x+ 2
− x

√
x3−x
x+2 + x√
x3−x
x+2 + x
=
lim
x→+∞
(
x3 − x
x+ 2
− x2
)
1
x
(√
x3−x
x3+2x
+ 1
) =
lim
x→+∞
−2x− 1
x+ 2
1√
x3−x
x3+2x
+ 1
= −1
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quindi abbiamo l’asintoto
y = x− 1, x→ +∞.
Per x→ −∞ abbiamo
lim
x→−∞
f(x)
x
= lim
x→−∞−
√
x3 − x
x3 + 2x
= −1
e
lim
x→−∞ f(x) + x = limx→−∞
√x3 − x
x+ 2
+ x

√
x3−x
x+2 − x√
x3−x
x+2 − x
=
lim
x→−∞
(
x3 − x
x+ 2
− x2
)
1
−x
(√
x3−x
x3+2x
+ 1
) =
lim
x→−∞
2x+ 1
x+ 2
1√
x3−x
x3+2x
+ 1
= 1
quindi abbiamo l’asintoto
y = −x+ 1, x→ −∞.
Utilizzando lo sviluppo asintotico√
1 + y = 1 +
1
2
y + o(y), y → 0
e tenendo conto dell’equivalenza
2x+ 1
x2 + 2x
∼ 2
x
, x→ ±∞,
quindi
2x+ 1
x2 + 2x
∼ 2
x
+ o
(
1
x
)
, x→ ±∞,
possiamo operare anche nel seguente modo:
f(x) = |x|
√
1− 2x+ 1
x2 + 2x
=
|x|√1− (2/x) + o(1/x) = |x|(1− (1/x) + o(1/x)) =
|x| − sgn(x) + o(1), x→ ±∞
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quindi ritroviamo gli asintoti obliqui y = −x + 1 per x → −∞ e y = x − 1
per x→ +∞.
(b) La funzione f e` definita su tutto R.
Per x→ +∞ abbiamo
lim
x→+∞
f(x)
x
= lim
x→+∞
√
9 + 2/x+ 1/x2 = 3
e
lim
x→+∞ f(x)− 3x = limx→+∞
(√
9x2 + 2x+ 1− 3x
) √9x2 + 2x+ 1 + 3x√
9x2 + 2x+ 1 + 3x
=
lim
x→+∞
2x+ 1
3x
(√
9 + 2/x+ 1/x2 + 1
) = 1
3
quindi abbiamo l’asintoto
y = 3x+
1
3
, x→ +∞.
Per x→ −∞ abbiamo
lim
x→−∞
f(x)
x
= lim
x→+∞−
√
9 + 2/x+ 1/x2 = −3
e
lim
x→−∞ f(x) + 3x = limx→−∞
(√
9x2 + 2x+ 1 + 3x
) √9x2 + 2x+ 1− 3x√
9x2 + 2x+ 1− 3x =
lim
x→−∞
2x+ 1
−3x
(√
9 + 2/x+ 1/x2 + 1
) = −1
3
quindi abbiamo l’asintoto
y = −3x− 1
3
, x→ −∞.
In maniera alternativa, possiamo operare come segue:
f(x) = 3|x|
√
1 + 29x +
1
9x2
=
3|x|√1 + (2/9x) + o(1/x) = 3|x|(1 + (1/9x) + o(1/x)) =
3|x|+ (1/3)sgn(x) + o(1), x→ ±∞
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quindi ritroviamo gli asintoti obliqui y = −3x − (1/3) per x → −∞ e
y = 3x+ (1/3) per x→ +∞.
(c) La funzione f e` definita per x 6= 0. Si ha
lim
x→0−
f(x) = lim
x→0−
xe−
1
x + lim
x→0−
x sin
1
x
= −∞+ 0 = −∞
dove
lim
x→0−
xe−
1
x = −∞
viene dal fatto che e−1/x e` infinito di ordine superiore rispetto a 1/x per
x→ 0− e che xe−1/x < 0 per x < 0. Per il limite
lim
x→0−
x sin
1
x
= 0
si e` usato il fatto che il prodotto di un infinitesimo (x) per una funzione
limitata (sin(1/x)) e` un infinitesimo. La retta x = 0 e` dunque asintoto
verticale.
Per x→ ±∞ si ha
lim
x→±∞
f(x)
x
= lim
x→±∞ e
− 1
x + sin
1
x
= 1
e
lim
x→±∞ f(x)− x = limx→±∞
e−
1
x − 1
1
x
+
sin 1x
1
x
=
lim
y→0±
e−y − 1
y
+ lim
y→0±
sin y
y
= −1 + 1 = 0
quindi c’e` l’asintoto obliquo
y = x
sia per x→ −∞ che per x→ +∞.
La stessa cosa si puo` ottenere con gli sviluppi ey = 1 + y + o(y), sin y =
y + o(y) per y → 0:
f(x) = x(1− 1/x+ o(1/x)) + x(1/x+ o(1/x)) = x− 1+ 1+ o(1) = x+ o(1)
per x→ ±∞ che significa proprio che abbiamo l’asintoto obliquo
y = x
sia per x→ −∞ che per x→ +∞.
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Soluzione 2.5.5 (Testo 1.5.5)
Dire quali delle seguenti funzioni f : [−1, 1]→ R con
(a) f(x) = x2 + x+ 1
(b) f(x) = x3 + x2 − x+ 1
(c) f(x) = |x|
soddisfano le ipotesi del Teorema di Rolle motivando per ciascuna la
risposta. Per le funzioni che soddisfano le ipotesi, determinare i punti c la
cui esistenza e` assicurata da tale teorema.
(a) La funzione f non soddisfa f(−1) = f(1).
(b) La funzione f soddisfa f(−1) = f(1), e` continua in [−1, 1], derivabile
in (−1, 1). Ne segue che esiste c ∈ (−1, 1) tale che f ′(c) = 0. In questo caso
si possono determinare le soluzioni di f ′(x) = 0:
3x2 + 2x− 1 = 0
vale per
x1 = −1, x2 = 1/3
quindi c = 1/3.
(c) La funzione f non e` derivabile in (−1, 1) perche` non e` derivabile per
x = 0.
Soluzione 2.5.6 (Testo 1.5.6)
Per ciascuna delle seguenti funzioni stabilire se esistono prolungamenti con-
tinui agli estremi del dominio. Studiare poi la derivabilita` di tali prolunga-
menti.
(a) f : [0, pi/2)→ R, f(x) = (cosx)(pi/2)−x
(b) f : (0, 1)→ R, f(x) = (cos(pix/2))log x
(c) f : (0, 1]→ R, f(x) =
√
cosx− 1
x2
(d) f : (0, pi/2]→ R, f(x) = (1− cosx)log(1+x)
(a) Ponendo y = pi/2− x abbiamo
lim
x→pi/2−
f(x) = lim
x→pi/2−
e(
pi
2
−x) log cosx = lim
y→0+
ey log sin y = lim
y→0+
ey log(y+o(y)) =
lim
y→0+
ey log(y(1+o(1)) = lim
y→0+
ey log y+y log(1+o(1)) = e0 = 1.
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Si ha un prolungamento continuo ponendo
f(pi/2) = 1.
Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:
lim
x→pi/2−
f(x)− f(pi/2)
x− pi/2 = limx→pi/2−
e(
pi
2
−x) log cosx − 1
x− pi/2 =
lim
x→pi/2−
(
pi
2 − x
)
log cosx
x− pi/2 = limx→pi/2−− log cosx = +∞
usando l’equivalenza
et − 1 ∼ t, t→ 0
con
t =
(
pi
2
− x
)
log cosx, x→ pi/2−.
Ne segue che f si puo` prolungare con continuita` in x = pi/2 ma tale
prolungamento non e` derivabile in x = pi/2 (tangente verticale).
(b) Abbiamo
lim
x→0 f(x) = limx→0 e
log x log cos(pix/2) = e0 = 1
in quanto
lim
x→0 log x log cos(pix/2) = limx→0 log x log
(
1− pi
2
8
x2 + o
(
x2
))
=
lim
x→0
(
−pi
2
8
x2 + o
(
x2
))
log x = lim
x→0−
pi2
8
x2 log x = 0.
Si ha un prolungamento continuo ponendo
f(0) = 1.
Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:
lim
x→0
f(x)− f(0)
x
= lim
x→0
elog x log cos(pix/2) − 1
x
=
lim
x→0
log x log cos(pix/2)
x
= lim
x→0−
pi2
8
x log x = 0
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usando le equivalenze
et − 1 ∼ t, t→ 0
con
t = log x log cos(pix/2), x→ 0
e
log cos(pix/2) ∼ −pi
2
8
x2, x→ 0.
Ne segue che f si puo` prolungare con continuita` in x = 0 e tale prolunga-
mento e` derivabile in x = 0 con
f ′(0) = 0.
Esaminiamo ora il comportamento per x→ 1 ponendo y = x− 1:
lim
x→1 f(x) = limx→1 e
log x log cos(pix/2) = lim
y→0 log(1 + y) log(− sin(piy/2)) = e
0 = 1
in quanto
lim
y→0 log(1 + y) log(− sin(piy/2)) = limy→0 y log (−piy/2 + o(y)) =
lim
y→0 y log (−piy/2(1 + o(1))) =
lim
y→0 y log
(
−piy/2) + lim
y→0 y log(1 + o(1))
)
= 0 + 0 = 0.
Si ha un prolungamento continuo ponendo
f(1) = 1.
Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:
lim
x→1
f(x)− f(1)
x− 1 = limx→1
elog x log cos(pix/2) − 1
x− 1 = limy→0
elog(1+y) log(− sin(piy/2)) − 1
y
=
lim
y→0
log(1 + y) log(− sin(piy/2))
y
= lim
y→0 log(− sin(piy/2)) = −∞
usando le equivalenze
et − 1 ∼ t, t→ 0
con
t = log(1 + y) log(− sin(piy/2)), y → 0
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e
log(1 + y) ∼ y, y → 0.
Ne segue che f si puo` prolungare con continuita` in x = 1 ma tale prolunga-
mento non e` derivabile in x = 1 (tangente verticale).
(c) Sviluppiamo la funzione
√
cosx all’ordine 3 con punto iniziale x = 0
utilizzando
cosx = 1− 1
2
x2 + o(x3)
e √
1 + y = 1 +
1
2
y − 1
8
y2 +
1
16
y3 + o(y3)
con y = −(1/2)x2 + o(x2):
√
cosx = 1− 1
4
x2 + o(x3).
Ne segue
f(x) =
√
cosx− 1
x2
= −1
4
+ o(x)
da cui f si puo` prolungare con continuita` in x = 0 ponendo
f(0) = −1
4
e tale prolungamento risulta derivabile con
f ′(0) = 0.
Infatti
lim
x→0 f(x) = limx→0−
1
4
+ o(x) = −1
4
e
lim
x→0
f(x)− f(0)
x
= lim
x→0
−14 + o(x) + 14
x
= lim
x→0
o(x)
x
= 0.
(d) Abbiamo
lim
x→0 f(x) = limx→0 e
log(1+x) log(1−cosx) = e0 = 1
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in quanto
lim
x→0 log(1 + x) log(1− cosx) = limx→0x log
(
1
2
x2 + o
(
x2
))
=
lim
x→0x log
(
1
2
x2(1 + o(1)
)
=
lim
x→0x log
(
1
2
x2
)
+ lim
x→0x log(1 + o(1)) = 0 + 0 = 0.
Si ha un prolungamento continuo ponendo
f(0) = 1.
Esaminiamo il limite del rapporto incrementale:
lim
x→0
f(x)− f(0)
x
= lim
x→0
elog(1+x) log(1−cosx) − 1
x
=
lim
x→0
log(1 + x) log(1− cosx)
x
= lim
x→0 log(1− cosx) = −∞
usando l’equivalenza
et − 1 ∼ t, t→ 0
con
t = log(1 + x) log(1− cosx), x→ 0.
Ne segue che f si puo` prolungare con continuita` in x = 0 ma tale prolunga-
mento non e` derivabile in x = 0 (tangente verticale).
Soluzione 2.5.7 (Testo 1.5.7)
Date le seguenti funzioni di variabile reale x, determinare:
• dominio e relativi limiti agli estremi evidenziando eventuali prolunga-
menti continui;
• eventuali estremanti locali ed andamento di monotonia;
• eventuali flessi ed andamento di convessita`;
• eventuali asintoti;
• grafico qualitativo che tenga conto di tutti gli elementi precedenti.
(a) f(x) = x− 1
x
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(b) f(x) =
√
x√
x− 1
(c) f(x) =
√
x2 − 1−
√
x2 + 1
(d) f(x) =
√
2x− 1
log(2x− 1)
(e) f(x) = xe
1
x
(f) f(x) = e
1−|x|
1+x
(g) f(x) =
∣∣∣∣ log xx
∣∣∣∣
(h) f(x) =
√
1− |e2x − 1|
(i) f(x) = x− arctanx
(j) f(x) = 1− x2 + log |x|
(a) La funzione f(x) = x− 1x e` definita per x 6= 0, quindi il suo dominio
naturale D e` dato da
D = (−∞, 0] ∪ (0,+∞).
Si ha
lim
x→−∞ f(x) = −∞, limx→0− f(x) = +∞, limx→0+ f(x) = −∞, limx→+∞ f(x) = +∞,
in particolare la retta x = 0 (asse y) e` asintoto verticale. Da
lim
x→±∞ f(x)− x = limx→±∞−
1
x
= 0
si ha poi che la retta y = x e` asintoto obliquo per x→ ±∞. La presenza di
questi asintoti, del resto, si ottiene anche dalla geometria analitica: la curva
di equazione y = x − 1x , in forma implicita x2 − xy − 1 = 0, e` un’iperbole
di asintoti proprio le rette x = 0 ed y = x (gli asintoti di una iperbole si
ottengono uguagliando a 0 la parte omogenea di grado 2 della equazione).
La funzione f(x) e` derivabile infinite volte nel proprio dominio D. La
derivata prima vale
f ′(x) = 1 +
1
x2
e risulta f ′(x) > 0 per ogni x ∈ D. La funzione f(x) e` quindi strettamente
crescente sull’intervallo (−∞, 0] e strettamente crescente anche sull’interval-
lo (0,+∞).
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La derivata seconda vale
f ′′(x) = − 2
x3
e ha il segno contrario di x. La funzione f(x) e` quindi strettamente convessa
sull’intervallo (−∞, 0] e strettamente concava sull’intervallo (0,+∞).
La posizione del grafico rispetto all’asintoto obliquo e` facilmente dedu-
cibile da f(x) − x = −1/x: si ha f(x) > x per x < 0 mentre f(x) < x per
x > 0.
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(b) La funzione f(x) =
√
x√
x−1 e` definita per x ≥ 0, x 6= 1, quindi il suo
dominio naturale D e` dato da
D = [0, 1) ∪ (1,+∞).
Si ha
lim
x→0 f(x) = f(0) = 0, limx→1−
f(x) = −∞, lim
x→1+
f(x) = +∞, lim
x→+∞ f(x) = +1,
in particolare la retta x = 1 e` asintoto verticale, la retta y = 1 e` asintoto
orizzontale per x→ +∞.
La funzione f(x) e` continua in D, derivabile infinite volte in D \ {0}.
Nel punto x = 0 il rapporto incrementale ha limite
lim
x→0
f(x)− f(0)
x
= lim
x→0
√
x
x(
√
x− 1) = − limx→0
√
x
x
= − lim
x→0
1√
x
= −∞
quindi la funzione f(x) non e` derivabile per x = 0 e nel punto (0, 0) il grafico
ha per tangente verticale l’asse y.
Per x ∈ D \ {0} la derivata prima vale
f ′(x) =
−1
2
√
x(
√
x− 1)2
e risulta f ′(x) < 0 per ogni x. La funzione f(x) e` quindi strettamente de-
crescente sull’intervallo [0, 1) e strettamente decrescente anche sull’intervallo
(1,+∞).
La derivata seconda vale
f ′′(x) =
1
4
3
√
x− 1
x
√
x(
√
x− 1)3
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che si annulla per x = 1/9, e` positiva per 0 < x < 1/9, negativa per 1/9 <
x < 1, di nuovo positiva per x > 1. La funzione f(x) e` quindi strettamente
convessa sull’intervallo (0, 1/9), strettamente concava sull’intervallo (1/9, 1),
di uovo strettamente convessa sull’intervallo (1,+∞). Per x = 1/9 si ha
un flesso: nel punto (1/9,−1/2) il grafico passa da sopra a sotto la retta
tangente.
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(c) La funzione f(x) =
√
x2 − 1−√x2 + 1 e` definita per x ≤ −1, x ≥ 1,
quindi il suo dominio naturale D e` dato da
D = (−∞,−1] ∪ [1,+∞).
La funzione in esame e` pari: lo studio seguente si potrebbe limitare all’in-
tervallo [1,+∞). Si ha
lim
x→±∞ f(x) = limx→−∞
−2√
x2 − 1 +√x2 + 1 = 0
in particolare la retta y = 0 (asse x) e` asintoto orizzontale per x→ ±∞. Si
ha poi
lim
x→−1 f(x) = f(−1) = −
√
2, lim
x→1 f(x) = f(1) = −
√
2.
La funzione f(x) e` continua in D, derivabile infinite volte in D \{−1, 1}.
Per x ∈ D \ {−1, 1} la derivata prima vale
f ′(x) =
x√
x2 − 1 −
x√
x2 + 1
=
x(
√
x2 + 1−√x2 − 1)√
x4 − 1
ed ha lo stesso segno x. La funzione f(x) e` quindi strettamente decrescente
sull’intervallo (−∞,−1), strettamente crescente sull’intervallo (1,+∞).
Nei punti x = ±1 si ha
lim
x→±1 f
′(x) = ±∞
quindi la funzione f(x) non e` derivabile per x = ± e nei punti (±1,−√2) il
grafico ha tangente verticale.
La derivata seconda vale
f ′′(x) = − 1
(x2 − 1)√x2 − 1 −
1
(x2 + 1)
√
x2 + 1
ed e` negativa per ogni x. La funzione f(x) e` quindi strettamente concava
sull’intervallo (−∞,−1) e sull’intervallo (1,+∞).
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Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitati-
vo, rispettando in particolare la simmetria del grafico rispetto all’asse y
(simmetria pari).
(d) La funzione f(x) =
√
2x−1
log(2x−1) e` definita per 2x − 1 > 0, 2x − 1 6= 1,
quindi il suo dominio naturale D e` dato da
D = (1/2, 1) ∪ (1,+∞).
Si ha
lim
x→1/2
f(x) = 0, lim
x→1±
f(x) = ±∞, lim
x→+∞ f(x) = limy→+∞
y1/2
log y
= +∞
in particolare la retta x = 1 e` asintoto verticale. L’ordine di infinito di f(x)
per x → +∞ e` inferiore a quello di √x il che` esclude l’asintoto obliquo
(l’ordine di infinito di funzioni con asintoto obliquo e` quello di x).
La funzione f(x) e` continua in D; il limite limx→1/2 f(x) = 0 consente di
prolungare con continuita` la funzione anche in x = 1/2 ponendo f(1/2) = 0.
La funzione e` derivabile infinite volte in D. La derivata prima vale
f ′(x) =
log(2x− 1)− 2√
2x− 1 log2(2x− 1) .
Nel punto x = 1/2, il rapporto incrementale del prolungamento continuo ha
limite
lim
x→1/2
f(x)− f(1/2)
x− 1/2 = limx→1/2
√
2x− 1
(x− 1/2) log(2x− 1) =
√
2 lim
x→1/2
1√
x− 1/2 log(2x− 1) =
√
2 lim
y→0
1
y1/2 log y
= −∞.
Il prolungamento continuo di f non e` derivabile per x = 1/2. Nel punto
(1/2, 0) il suo grafico ha tangente verticale.
Tornando ad f ′(x) nei punti di D, si ha f ′(x) > 0 per x > (e2 + 1)/2,
f ′(x) < 0 per x < (e2 + 1)/2, f ′(x) = 0 per x = (e2 + 1)/2. La funzione
f(x) e` quindi strettamente decrescente sull’intervallo (1/2, 1) e sull’intervallo
(1, (e2 + 1)/2), strettamente crescente sull’intervallo ((e2 + 1)/2,+∞). Il
punto x = (e2 + 1)/2 e` di minimo locale con valore f((e2 + 1)/2) = e/2.
La derivata seconda vale
f ′′(x) = − log
2(2x− 1)− 8
(2x− 1)√2x− 1 log3(2x− 1)
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ed e` positiva per x ∈ (1/2, (e−
√
8+1)/2), negativa per x ∈ ((e−
√
8+1)/2, 1),
positiva per x ∈ (1, (e
√
8+1)/2), negativa per x ∈ ((e
√
8+1)/2,+∞). Ne segue
che f e` strettamente convessa per x ∈ (1/2, (e−
√
8+1)/2), strettamente con-
cava per x ∈ ((e−
√
8+1)/2, 1), strettamente convessa per x ∈ (1, (e
√
8+1)/2),
strettamente concava per x ∈ ((e
√
8+1)/2,+∞). I punti x = (e±
√
8 + 1)/2
sono di flesso con rispettivi valori f((e±
√
8 + 1)/2) = ±e±
√
2/
√
8.
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(e) La funzione f(x) = xe
1
x e` definita per x 6= 0, quindi il suo dominio
naturale D e` dato da
D = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Si ha
lim
x→−∞ f(x) = −∞, limx→0− f(x) = 0,
lim
x→0+
f(x) = lim
y→+∞
ey
y
= +∞, lim
x→+∞ f(x) = +∞
in particolare la retta x = 0 (asse y) e` asintoto verticale. Per x → ±∞, da
ey = 1 + y + o(y) per y → 0, si ottiene
f(x) = xe
1
x = x
(
1 +
1
x
+ o
(
1
x
))
= x+ 1 + o(1)
quindi la retta y = x+ 1 e` asintoto obliquo per x→ ±∞.
La funzione f(x) e` continua in D; il limite limx→− f(x) = 0 consente di
prolungare con continuita` a sinistra la funzione in x = 0 ponendo f(0) = 0.
La funzione e` derivabile infinite volte in D. La derivata prima vale
f ′(x) =
(
1− 1
x
)
e
1
x =
x− 1
x
e
1
x .
Nel punto x = 0, il rapporto incrementale sinistro del prolungamento ha
limite
lim
x→0−
f(x)− f(0)
x
= lim
x→0−
e
1
x = 0
Il prolungamento continuo a sinistra di f e` derivabile a sinistra per x = 0
con f ′−(0) = 0. Il semiasse negativo delle x e` semiretta tangente al grafico
nel punto (0, 0).
Tornando ad f ′(x) nei punti di D, si ha f ′(x) > 0 per x < 0, f ′(x) < 0
per 0 < x < 1, di nuovo f ′(x) > 0 per x > 1, f ′(x) = 0 per x = 1.
La funzione f(x) e` quindi strettamente crescente sull’intervallo (−∞, 0),
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strettamente decrescente sull’intervallo (0, 1), di nuovo strettamente cre-
scente sull’intervallo (1,+∞). Il punto x = 1 e` di minimo locale con valore
f(1) = e.
La derivata seconda vale
f ′′(x) =
1
x3
e
1
x
ed ha lo stesso segno di x. Ne segue che f e` strettamente convessa per
x ∈ (0,+∞), strettamente concava per x ∈ (−∞, 0).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(f) La funzione f(x) = e
1−|x|
1+x e` definita per x 6= −1, quindi il suo dominio
naturale D e` dato da
D = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞).
Nell’insieme (−∞,−1) ∪ (−1, 0] la funzione e` costante: f(x) = e 1+x1+x = e
per ogni x ≤ 0, x 6= −1. Ovviamente si puo` prolungare con continuita` la
funzione per x = −1 definendo f(−1) = e. Si ha poi
lim
x→+∞ f(x) = limx→+∞ e
1−x
1+x = e−1 =
1
e
in particolare la retta y = 1/e e` asintoto orizzontale per x→ +∞.
La funzione f(x) e` continua in D.
La funzione e` derivabile infinite volte in D \ {0}. La derivata prima vale
ovviamente 0 per x < 0 mentre vale
f ′(x) = − 2
(x+ 1)2
e
1−x
1+x per x > 0.
Nel punto x = 0, la derivata sinistra vale 0 mentre
lim
x→0+
f ′(x) = −2e.
La funzione non e` derivabile per x = 0 in quanto f ′−(0) 6= f ′+(0). Il grafico
presenta una cuspide nel punto (0, e): a sinistra e` formato dalla semiretta
y = e, x ≤ 0, mentre il ramo di destra ha semiretta tangente y = −2ex+ e,
x ≥ 0.
Si ha poi f ′(x) < 0 per ogni x > 0 quindi f e` strettamente decrescente
sull’intervallo (0,+∞).
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Visto che la funzione e` costante per x ≤ 0, interessa calcolare la derivata
seconda solo per x > 0 dove vale
f ′′(x) =
4x+ 8
(x+ 1)4
e
1−x
1+x
ed e` positiva. Ne segue che f e` strettamente convessa per x ∈ (0,+∞).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(g) La funzione f(x) =
∣∣∣ log xx ∣∣∣ e` definita per x > 0, quindi il suo dominio
naturale D e` dato da
D = (0,+∞)
dove la sua espressione puo` essere semplificata in
f(x) =
| log x|
x
, x ∈ D.
Si tenga conto ora e nel seguito del segno di log x che porta a | log x| = − log x
per 0 < x < 1, | log x| = log x per x > 1. Si ha
lim
x→0 f(x) = limx→0
− log x
x
= +∞, lim
x→+∞ f(x) = limx→+∞
log x
x
= 0
in particolare la retta x = 0 (asse y) e` asintoto verticale mentre la retta
y = 0 (asse x) e` asintoto orizzontale per x→ +∞.
La funzione f(x) e` continua in D, assume in maniera evidente solo valori
non negativi ed il punto x = 1 dove f(1) = 0 e` di minimo assoluto.
La funzione e` derivabile infinite volte in D \ {1}. La derivata prima vale
f ′(x) = −1− log x
x2
per 0 < x < 1; f ′(x) =
1− log x
x2
per x > 1.
Nel punto x = 1, la derivata sinistra vale
lim
x→1−
f ′(x) = lim
x→1−
−1− log x
x2
= −1,
mentre la derivata destra vale
lim
x→1+
f ′(x) = lim
x→1+
1− log x
x2
= 1
La funzione non e` derivabile per x = 1 in quanto f ′−(1) 6= f ′+(1). Il grafico
presenta una cuspide nel punto (1, 0): a sinistra la semiretta tangente ha
equazione y = −x+ 1, a destra y = x− 1.
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Si ha poi f ′(x) < 0 per ogni x ∈ (0, 1) quindi f e` strettamente decrescente
sull’intervallo (0, 1). Vale f ′(x) > 0 per ogni x ∈ (1, e) e f ′(x) < 0 per ogni
x ∈ (e,+∞), f ′(e) = 0, quindi f e` strettamente crescente sull’intervallo
(1, e), strettamente decrescente sull’intervallo (e,+∞), il punto x = e e` di
massimo relativo con valore f(e) = 1/e.
In D \ {1} la derivata seconda vale
f ′′(x) =
3− 2 log x
x3
per 0 < x < 1; f ′′(x) =
2 log x− 3
x3
per x > 1.
Ne segue che f e` strettamente convessa per x ∈ (0, 1) ed in (e3/2,+∞);
strettamente concava in (1, e3/2). Il punto x = e3/2 e` di flesso con valore
f(e3/2) = 3/2e3/2.
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(h) La funzione f(x) =
√
1− |e2x − 1| e` definita per |e2x−1| ≤ 1, quindi
per −1 ≤ e2x−1 ≤ 1 da cui 0 ≤ e2x ≤ 2 ed infine x ≤ (log 2)/2 dal momento
che e2x > 0 per ogni x. Il dominio naturale D e` dato da
D = (−∞, (log 2)/2).
Si tenga conto ora e nel seguito del segno di e2x − 1 che porta a |e2x − 1| =
1− e2x per x < 0, |e2x − 1| = e2x − 1 per x > 0. In particolare
f(x) =
√
e2x = ex per x < 0; f(x) =
√
2− e2x per 0 ≤ x ≤ (log 2)/2.
L’andamento di ex per x < 0 e` ben noto, ne segue in particolare
lim
x→−∞ f(x) = 0
(asse y asintoto orizzontale per x → −∞) e che f e` strettamente crescente
in (−∞, 0). Si ha poi
lim
x→(log 2)/2
f(x) = f((log 2)/2) = 0.
La funzione f(x) e` continua in D, assume in maniera evidente solo valori
non negativi ed il punto x = (log 2)/2 dove f((log 2)/2) = 0 e` di minimo
assoluto.
La funzione e` derivabile infinite volte in D \ {0, (log 2)/2}. La derivata
prima vale
f ′(x) = ex per x < 0; f ′(x) = − e
2x
√
2− e2x per 0 < x < (log 2)/2.
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Nel punto x = 0, la derivata sinistra vale
lim
x→0−
f ′(x) = lim
x→0−
ex = 1,
mentre la derivata destra vale
lim
x→+
f ′(x) = lim
x→0+
− e
2x
√
2− e2x = −1
La funzione non e` derivabile per x = 0 in quanto f ′−(0) 6= f ′+(0). Il grafico
presenta una cuspide nel punto (0, 1): a sinistra la semiretta tangente ha
equazione y = x+ 1, a destra y = −x+ 1.
Nel punto x = (log 2)/2 si ha
lim
x→(log 2)/2
f ′(x) = lim
x→(log 2)/2
− e
2x
√
2− e2x = −∞.
La funzione non e` derivabile per x = (log 2)/2. Nel punto ((log 2)/2, 0) il
grafico ha tangente verticale.
Si ha poi f ′(x) < 0 per ogni x ∈ (0, (log 2)/2) quindi f e` strettamente de-
crescente sull’intervallo (0, (log 2)/2). Il punto x = 0 e` di massimo (assoluto)
con valore f(0) = 1.
In (−∞, 0) la funzione coincide con ex ed e` ben noto che la funzione
esponenziale e` strettamente convessa. Si ha poi
f ′′(x) = −e
2x(4− e2x)
(2− e2x)3/2 per 0 < x < (log 2)/2
con segno negativo su tale intervallo. Ne segue che f e` strettamente concava
per x ∈ (0, (log 2)/2).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo.
(i) La funzione f(x) = x− arctanx ha dominio naturale D = R con
lim
x→±∞ f(x) = ±∞.
Si tratta di una funzione dispari, il che` consentirebbe di studiarla solo per
x ≥ 0.
Da
lim
x→±∞ f(x)− x = limx→±∞− arctanx = ∓
pi
2
segue poi che la funzione ha asintoti obliqui
y = x+ pi/2, x→ −∞; y = x− pi/2, x→ −∞.
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La funzione e` derivabile infinite volte su tutto R. La derivata prima vale
f ′(x) = 1− 1
x2 + 1
=
x2
x2 + 1
con f ′(0) = 0 ed f ′(x) > 0 per ogni x 6= 0. Ne segue che f e` strettamente
crescente su tutto R e che il punto x = 0 e` di flesso con tangente orizzontale
con relativo valore f(0) = 0.
La derivata seconda vale
f ′′(x) =
2x
(x2 + 1)2
ed ha lo stesso segno di x. In particolare f e` strettamente concava in
(−∞, 0), strettamente convessa su (0,+∞).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo,
rispettando la simmetria centrale del grafico rispetto all’origine (simmetria
dispari).
(j) La funzione f(x) = 1− x2 + log |x| e` definita per x 6= 0 quindi il suo
dominio naturale D e` dato da
D = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Si tratta di una funzione pari il che` consentirebbe di studiarla solo per x > 0.
Da f(x) ∼ −x2 per x→ ±∞ si ha
lim
x→±∞ f(x) = −∞
e si evince che la funzione non ha asintoti obliqui. Si ha poi
lim
x→0±
f(x) = −∞,
in particolare la retta x = 0 (asse y) e` asintoto verticale.
La funzione e` derivabile infinite volte su tutto D. La derivata prima vale
f ′(x) = −2x+ 1
x
=
1− 2x2
x
.
Analizzandone il segno per x > 0, si ha f ′(
√
1/2) = 0, f ′(x) > 0 per
0 < x <
√
1/2, f ′(x) < 0 per x >
√
1/2. Ne segue che f e` strettamente
crescente su (0,
√
1/2), strettamente decrescente su (
√
1/2,+∞) e che il
punto x =
√
1/2 e` di massimo (assoluto) con relativo valore f(
√
1/2) =
1/2 + log 2. In particolare il grafico incontra l’asse x in due punti di ascissa
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positiva. Uno di questi punti si ha per x = 1, l’altro ha ascissa nell’intervallo
(0,
√
1/2) e puo` essere approssimato all’occorrenza con uno degli algoritmi
studiati per la ricerca degli zeri di funzioni regolari.
Lo studio della monotonia e degli estremanti di f per x < 0 si ottiene per
simmetria pari: il punto x = −√1/2 e` di massimo (assoluto) con relativo
valore f(−√1/2) = 1/2 + log 2 etc., etc.
La derivata seconda vale
f ′′(x) = −2− 1
x2
ed e` negativa per ogni x ∈ D. In particolare f e` strettamente concava sia in
(−∞, 0) che su (0,+∞).
Si raccolgano ora tutti gli elementi precedenti in un grafico qualitativo,
rispettando la simmetria assiale del grafico rispetto all’asse y (simmetria
pari).
Soluzione 2.5.8 (Testo 1.5.8)
Determinare il numero delle soluzioni della equazione f(x) = k al variare
del parametro reale k nei casi seguenti:
(a) f(x) =
2x2 − 1
x
(b) f(x) = x2e−x
2
(c) f(x) =
ex − 1
log(ex − 1)
(d) f(x) = log2 x+ 2 log x
(e) f(x) = e− x log2 x
(f) f(x) =
x
x+ 1
− arctanx
Tutte le funzioni sono derivabili (infinite volte) nei loro dominii. Per
rispondere, e` sufficiente determinare i limiti agli estremi del dominio, l’an-
damento di monotonia e gli eventuali estremanti.
(a) La funzione f(x) = 2x
2−1
x = 2x − 1x e` definita per x 6= 0, e` dispari,
con
lim
x→±∞ f(x) = ±∞, limx→0±f(x)=∓∞
(il grafico e` una iperbole di asintoti x = 0, y = 2x).
2.5. SOLUZIONI ESERCIZI CALCOLO DIFFERENZIALE 97
Si ha poi
f ′(x) = 2 +
1
x2
,
positiva per ogni x 6= 0. La funzione e` strettamente crescente sia su (−∞, 0)
che su (0,+∞) ed in entrambi gli intervalli assume tutti i valori reali tra i
limiti −∞ e +∞.
Concludendo, per ogni valore di k ∈ R l’equazione f(x) = k ha due
soluzioni: una positiva, l’altra negativa. In particolare l’equazione f(x) = 0
ha le due soluzioni x = ±√1/2.
(b) La funzione f(x) = x2e−x2 e` definita per x ∈ R, e` pari, con
lim
x→±∞ f(x) = 0.
La funzione assume solo valori non negativi, il punto x = 0, dove f(0) = 0,
e` (l’unico) punto di minimo assoluto.
Si ha poi
f ′(x) = 2x(1− x2)e−x2 ,
da cui, per x > 0, si ha f strettamente crescente in (0, 1), strettamente
decrescente in (1,+∞). Il punto x = 1 e` di massimo assoluto con valore
f(1) = 1/e. Per simmetria pari si ottiene il comportamento per x < 0.
Concludendo, per ogni valore k < 0 oppure k > 1/e, l’equazione f(x) = k
non ha soluzioni: l’insieme dei valori di f e` l’intervallo [0, 1/e].
Per k = 0, l’equazione f(x) = 0 ha per unica soluzione x = 0.
Per 0 < k < 1/e, l’equazione f(x) = k ha quattro soluzioni, una nell’in-
tervallo (0, 1), una nell’intervallo (1,+∞), le altre due opposte a queste per
simmetria pari.
Per k = 1/e, l’equazione f(x) = 1/e ha le due soluzioni x = ±1.
(c) La funzione f(x) = e
x−1
log(ex−1) e` definita per e
x − 1 > 0, ex − 1 6= 1,
quindi per
x ∈ (0, log 2) ∪ (log 2,+∞).
Abbiamo
lim
x→0 f(x) = limy→0
y
log y
= 0, lim
x→log 2±
f(x) = lim
y→1±
y
log y
= ±∞,
lim
x→+∞ f(x) = limy→+∞
y
log y
= +∞.
Si ha poi
f ′(x) =
ex [log(ex − 1)− 1]
log2(ex − 1) ,
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da cui si ha f strettamente decrescente in (0, log 2), dove assume tutti valori
tra i limiti −∞ e 0; strettamente decrescente in (log 2, log(e + 1)), dove
assume tutti i valori k > e; il punto x = log(e+ 1) e` di minimo relativo con
valore f(log(1 + e)) = e; f e` di nuovo strettamente crescente nell’intervallo
(log(1 + e),+∞) dove assume ancora tutti i valori k > e.
Concludendo, per ogni valore k < 0 l’equazione f(x) = k ha una solu-
zione che si trova nell’intervallo (0, log 2).
Per 0 ≤ k < e, l’equazione f(x) = k non ha soluzioni.
Per k = e, l’equazione f(x) = e ha l’unica soluzione x = log(e+ 1).
Per k > e, l’equazione f(x) = k ha due soluzioni, una in (log 2, log(1+e)),
l’altra in (log(e+ 1),+∞).
(d) La funzione f(x) = log2 x+ 2 log x e` definita per x > 0. Abbiamo
lim
x→0 f(x) = limy→−∞ y
2 + 2y = +∞, lim
x→+∞ f(x) = limy→+∞ y
2 + 2y = +∞.
Si ha poi
f ′(x) =
2(log x+ 1)
x
,
da cui si ha f strettamente decrescente in (0, 1/e), dove assume tutti k >
−1; il punto x = 1/e e` di minimo assoluto con valore f(1/e) = −1; f e`
strettamente crescente nell’intervallo (1/e,+∞) dove assume ancora tutti i
valori k > −1.
Concludendo, per ogni valore k < −1 l’equazione f(x) = k non ha
soluzioni.
Per k = −1, l’equazione f(x) = −1 ha l’unica soluzione x = 1/e.
Per k > −1, l’equazione f(x) = k ha due soluzioni, una in (0, 1/e),
l’altra in (1/e,+∞). In particolare, l’equazione f(x) = 0 ha le due soluzioni
x = 1/e2, x = 1.
(e) La funzione f(x) = e− x log2 x e` definita per x > 0. Abbiamo
lim
x→0 f(x) = e, limx→+∞ f(x) = −∞.
Si ha poi
f ′(x) = − log x(log x+ 2),
da cui si ha f strettamente decrescente in (0, 1/e2), dove assume tutti i
valori k ∈
(
e− 4
e2
, e
)
; il punto x = 1/e2 e` di minimo relativo con valore
f(1/e2) = e − 4
e2
; f e` strettamente crescente nell’intervallo (1/e2, 1) dove
assume ancora tutti i valori k ∈
(
e− 4
e2
, e
)
; il punto x = 1 e` di massimo
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assoluto con valore f(1) = e; f e` di nuovo strettamente decrescente in
(1,+∞), dove assume tutti i valori k ∈ (−∞, e).
Concludendo, per ogni valore k < e − 4
e2
l’equazione f(x) = k ha una
sola soluzione che si trova nell’intervallo (1,+∞). In particolare l’equazione
f(x) = 0 ha l’unica soluzione x = e.
Per k = e− 4
e2
, l’equazione f(x) = e− 4
e2
ha due soluzioni, una e` x = 1/e2,
l’altra si trova nell’intervallo (1, e).
Per e− 4
e2
< k < e, l’equazione f(x) = k ha tre soluzioni, una in (0, 1/e2),
una in (1/e2, 1), una in (1, e).
Per k = e, l’equazione f(x) = e ha l’unica soluzione x = 1.
Per k > e, l’equazione f(x) = k non ha soluzioni.
(f) La funzione f(x) = xx+1 − arctanx e` definita per x 6= −1. Abbiamo
lim
x→−∞ f(x) = 1 +
pi
2
, lim
x→−1±
f(x) = ∓∞, lim
x→+∞ f(x) = 1−
pi
2
.
Si ha poi
f ′(x) = − 2x
(x+ 1)2(x2 + 1)
da cui si ha f strettamente crescente in (−∞,−1), dove assume tutti i valori
k ∈ (1 + pi2 ,+∞); f e` strettamente crescente anche nell’intervallo (−1, 0)
dove assume tutti i valori k ∈ (−∞, 0); il punto x = 0 e` di massimo relativo
con valore f(0) = 0; f e` strettamente decrescente in (0,+∞), dove assume
tutti i valori k ∈ (1− pi2 , 0).
Concludendo, per ogni valore k ≤ 1 − pi2 l’equazione f(x) = k ha una
sola soluzione che si trova nell’intervallo (−1, 0).
Per 1 − pi2 < k < 0, l’equazione f(x) = k ha due soluzioni, una e` in
(−1, 0), l’altra si trova nell’intervallo (0,+∞).
Per k = 0, l’equazione f(x) = 0 ha l’unica soluzione x = 0.
Per 0 < k ≤ 1 + pi2 , l’equazione f(x) = k non ha soluzioni.
Per k > 1 + pi2 , l’equazione f(x) = k ha una unica soluzione che si trova
nell’intervallo (−∞,−1).
Soluzione 2.5.9 (Testo 1.5.9)
Attraverso lo sviluppo di Mc Laurin delle seguenti funzioni f(x), determinare
l’equazione della retta tangente al grafico nel punto (0, f(0)) e la posizione
locale del grafico rispetto a tale tangente
(a) f(x) = 1 + sin(
√
1 + x3 − 1)
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(b) f(x) = 2
√
1 + sinhx− x
(c) f(x) = 8
√
1 + sinx+ x2
(d) f(x) = 8
√
1 + log(1 + x) + 3x2
(e) f(x) = 8
√
1− 2x− x2 − 8 + 8x
(a) Da √
1 + x3 − 1 = 1
2
x3 + o(x3)
e
sin y = y − 1
6
y3 + o(y3)
si ha
f(x) = 1 + sin(
√
1 + x3 − 1) = 1 + 1
2
x3 + o(x3).
L’equazione della retta tangente e`
y = 1.
Il termine
1
2
x3 + o(x3) dice che esiste un intorno (−δ, δ), δ > 0, di x = 0
dove il grafico attraversa la retta tangente da sotto per −δ < x < 0 a sopra
per 0 < x < δ. Il punto x = 0 e` di flesso con tangente orizzontale.
(b) Da
sinhx = x+ o(x2)
e
2
√
1 + y = 2 + y − 1
4
y2 + o(y2)
si ha
f(x) = 2
√
1 + sinhx− x = 2 + x− 1
4
x2 + o(x2)− x = 2− 1
4
x2 + o(x2).
L’equazione della retta tangente e`
y = 2.
Il termine −1
4
x2 + o(x2) dice che esiste un intorno (−δ, δ), δ > 0, di x = 0
dove il grafico e` al di sotto della retta tangente per −δ < x < δ, x 6= 0.
In particolare, visto che la retta tangente e` orizzontale, il punto x = 0 e` di
massimo locale.
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(c) Da
sinx = x− 1
6
x3 + o(x3)
e
8
√
1 + y = 8 + 4y − y2 + 1
2
y3 + o(y3)
si ha
f(x) = 8
√
1 + sinx+ x2 =
8 + 4x− 2
3
x3 −
(
x− 1
6
x3
)2
+
1
2
(
x− 1
6
x3
)3
+ o(x3) + x2 =
8 + 4x− 2
3
x3 − x2 + 1
2
x3 + x2 + o(x3) = 8 + 4x− 1
6
x3 + o(x3).
L’equazione della retta tangente e`
y = 8 + 4x.
Il termine −1
6
x3 + o(x3) dice che esiste un intorno (−δ, δ), δ > 0, di x = 0
dove il grafico attraversa la retta tangente da sopra per −δ < x < 0 a sotto
per 0 < x < δ . Il punto x = 0 e` di flesso.
(d) Da
log(1 + x) = x− 1
2
x2 +
1
3
x3 + o(x3)
e
8
√
1 + y = 8 + 4y − y2 + 1
2
y3 + o(y3)
si ha
f(x) = 8
√
1 + log(1 + x) + 3x2 =
8 + 4
(
x− 1
2
x2 +
1
3
x3
)
−
(
x− 1
2
x2 +
1
3
x3
)2
+
1
2
(
x− 1
2
x2 +
1
3
x3
)3
+ o(x3) + 3x2 =
8 + 4x− 2x2 + 4
3
x3 − x2 + x3 + 1
2
x3 + 3x2 + o(x3) =
8 + 4x+
17
6
x3 + o(x3).
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L’equazione della retta tangente e`
y = 8 + 4x.
Il termine
17
6
x3 + o(x3) dice che esiste un intorno (−δ, δ), δ > 0, di x = 0
dove il grafico attraversa la retta tangente da sotto per −δ < x < 0 a sopra
per 0 < x < δ. Il punto x = 0 e` di flesso.
Soluzione 2.5.10 (Testo 1.5.10)
Calcolare i seguenti limiti:
(a) lim
x→0
6(x− sinx)− x3
sinx5
(b) lim
x→0
sinh2 x+ 2(1− coshx)
(1− cosx)2
(c) lim
x→0
4(1− cosx)2 − x2 sin2 x
sin2 x log(1 + x4)
(d) lim
x→0
x2 cosx− sinhx2 + 12x4
x2 − arctanx2
(e) lim
x→0
x sinhx− 2 coshx+ 2
(esinx − 1)2
(f) lim
x→0
8
√
1 + sinx− 8− 4x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cosh2 x
(g) lim
x→0
2 log(1 + sinx)− 2x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cos2 x
(a) Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del
numeratore:
6(x− sinx)− x3 = 6
(
x3
6
− x
5
120
+ o(x5)
)
− x3 = −x
5
20
+ o(x5).
Il denominatore equivale ad x5:
sinx5 ∼ x5.
Il limite dato vale quindi
lim
x→0
6(x− sinx)− x3
sinx5
lim
x→0
−x520
x5
= − 1
20
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(b) Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del
numeratore:
sinh2 x+2(1−coshx) =
(
x+
x3
6
+ o(x3)
)2
−x2− x
4
12
+o(x4) =
x4
4
+o(x4).
Il denominatore equivale ad x4/4:
(1− cosx)2 ∼ x
4
4
.
Il limite dato vale quindi
lim
x→0
sinh2 x+ 2(1− coshx)
(1− cosx)2 = limx→0
x4
4
x4
4
= 1.
(c) Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del
numeratore:
4(1− cosx)2 − x2 sin2 x = 4
(
x2
2
− x
4
24
+ o(x4)
)2
− x2
(
x− x
3
6
+ o(x3)
)2
=
x6
6
+ o(x6).
Il denominatore equivale ad x6:
sin2 x log(1 + x4) ∼ x2 · x4 = x6.
Il limite dato vale quindi
lim
x→0
4(1− cosx)2 − x2 sin2 x
sin2 x log(1 + x4)
lim
x→0
x6
6
x6
=
1
6
.
(d) Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del
numeratore:
x2 cosx− sinhx2 + 1
2
x4
= x2
(
1− x
2
2
+
x4
24
+ o(x4)
)
−
(
x2 +
x6
6
+ o(x6)
)
+
1
2
x4 = −x
6
8
+ o(x6).
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Per il denominatore, dallo sviluppo arctanx = x− x33 + o(x3), segue
x2 − arctanx2 = x
6
3
+ o(x6).
Il limite dato vale quindi:
lim
x→0
x2 cosx− sinhx2 + 12x4
x2 − arctanx2 = limx→0
−x68
x6
3
= −3
8
.
(e) Determiniamo la parte principale nello sviluppo di Mc Laurin del
numeratore:
x sinhx− 2 coshx+ 2
= x
(
x+
x3
6
+ o(x3)
)
− 2
(
1 +
x2
2
+
x4
24
+ o(x4)
)
+ 2 =
x4
12
+ o(x4).
Il denominatore equivale ad x2:
(esinx − 1)2 ∼ (sinx)2 ∼ x2.
Il limite dato vale quindi
lim
x→0
x sinhx− 2 coshx+ 2
(esinx − 1)2 = limx→0
x4
12
x2
= lim
x→0
x2
12
= 0.
(f) Sviluppiamo all’ordine 3 la funzione composta 8
√
1 + sinx con punto
iniziale x = 0. Da sinx ∼ x − x3/6 e 8√1 + y ∼ 8 + 4y − y2 + y3/2,
componendo, abbiamo
8
√
1 + sinx = 8 + 4
(
x− x
3
6
)
−
(
x− x
3
6
)2
+
1
2
(
x− x
3
6
)3
+ o(x3)
= 8 + 4x− x2 − 1
6
x3 + o(x3).
Ne segue che il numeratore, nel limite dato, e` equivalente a −x3/6.
A denominatore abbiamo il fattore cosh2 x che converge a 1 mentre
2ex − 2− 2x− x2 ∼ x3/3.
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Il limite dato vale
lim
x→0
8
√
1 + sinx− 8− 4x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cosh2 x = limx→0
−x36
x3
3
= −1
2
.
(g) Sviluppiamo all’ordine 3 la funzione composta 2 log(1 + sinx) con
punto iniziale x = 0. Da sinx ∼ x− x3/6 e 2 log(1 + y) ∼ 2y − y2 + 2y3/3,
componendo, abbiamo
2 log(1 + sinx) = 2
(
x− x
3
6
)
−
(
x− x
3
6
)2
+
2
3
(
x− x
3
6
)3
+ o(x3)
= 2x− x2 + 1
3
x3 + o(x3).
Ne segue che il numeratore, nel limite dato, e` equivalente a x3/3.
A denominatore abbiamo il fattore cos2 x che converge a 1 mentre
2ex − 2− 2x− x2 ∼ x3/3.
Il limite dato vale
lim
x→0
2 log(1 + sinx)− 2x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cos2 x = limx→0
1
3x
3
1
3x
3
= 1.
2.6 Soluzioni esercizi integrali
Soluzione 2.6.1 (Testo 1.6.1)
Calcolare le primitive indicate negli intervalli in cui risultano definite
(a)
∫ (
2x+ 3
√
x− 2√
x
)
dx
(b)
∫
x− x4√
x
dx
(c)
∫
tan2 x dx
(d)
∫
(3− x)5dx
(e)
∫ 1
2− 3xdx
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(f)
∫
x2ex
3+1dx
(g)
∫
x
√
x2 + 1dx
(h)
∫ sin 2x
1 + sin2 x
dx
(i)
∫
ex
ex + 3
dx
(j)
∫ 1
tanx
dx
Si tratta di primitive deducibili immediatamente da quelle notevoli.
(a) ∫ (
2x+ 3
√
x− 2√
x
)
dx =
∫
(2x− x1/3 − 2x−1/2)dx
= x2 +
3
4
x4/3 − 4x1/2 + c = x2 + 3
4
3
√
x4 − 4√x+ c
in un qualunque intervallo I tale che I ⊂ (0,+∞).
(b) ∫
x− x4√
x
dx =
∫
(x1/2 − x7/2)dx =
2
3
x3/2 − 2
9
x9/2 + c =
2
3
x
√
x− 2
9
x4
√
x+ c
in un qualunque intervallo I tale che I ⊂ (0,+∞).
(c) ∫
tan2 x dx =
∫
[(1 + tan2 x)− 1]dx = tanx− x+ c
in un qualunque intervallo I di R.
(d) ∫
(3− x)5dx = −
∫
(x− 3)5dx = −1
6
(x− 3)6 + c
in un qualunque intervallo I di R.
(e) ∫ 1
2− 3xdx = −
∫ 1
3x− 2dx = −
1
3
log |3x− 2|
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in un qualunque intervallo I tale che 2/3 /∈ I.
(f) ∫
x2ex
3+1dx =
1
3
ex
3+1
in un qualunque intervallo I di R.
(g) ∫
x
√
x2 + 1dx =
1
3
(x2 + 1)3/2 + c =
1
3
(x2 + 1)
√
x2 + 1 + c
in un qualunque intervallo I di R.
(h) ∫ sin 2x
1 + sin2 x
dx =
∫ 2 sinx cosx
1 + sin2 x
dx = log(1 + sin2 x) + c
in un qualunque intervallo I di R.
(i) ∫
ex
ex + 3
dx = log(ex + 3) + c
in un qualunque intervallo I di R.
(j) ∫ 1
tanx
dx =
∫ cosx
sinx
dx = log | sinx|+ c
in un qualunque intervallo I che non contenga punti del tipo kpi con k ∈ Z.
Soluzione 2.6.2 (Testo 1.6.2)
Calcolare le seguenti primitive integrando per parti
(a)
∫
x sinx dx
(b)
∫
x2 cosx dx
(c)
∫
arcsinx dx
(d)
∫
sin2 x dx
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(a) ∫
x sinx dx = −x cosx+
∫
cosx dx = −x cosx+ sinx+ c
in un qualunque intervallo I di R.
(b) Integrando per parti due volte di seguito, si ha∫
x2 cosx dx = x2 sinx− 2
∫
x sinx dx =
x2 sinx+ 2x cosx− 2
∫
cosx dx = x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ c
in un qualunque intervallo I di R.
(c) Prendendo la funzione costante 1 come fattore da integrare, si ha∫
arcsinx dx = x arcsinx−
∫
x√
1− x2dx = x arcsinx+
√
1− x2 + c
in un qualunque intervallo I ⊂ (−1, 1).
(d) Integrando per parti ed utilizzando cos2 x = 1− sin2 x, si ottiene∫
sin2 x dx = − sinx cosx+
∫
cos2 x dx
= − sinx cosx+
∫
1 dx−
∫
sin2 x dx
da cui ∫
sin2 x dx = − sinx cosx+ x−
∫
sin2 x dx+ c
quindi, portando
∫
sin2 x dx a primo membro,
2
∫
sin2 x dx = − sinx cosx+ x+ c
ed infine, denotando ancora con c la costante arbitraria c/2,∫
sin2 x dx = −1
2
sinx cosx+
1
2
x+ c
in un qualunque intervallo I di R.
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Soluzione 2.6.3 (Testo 1.6.3)
Calcolare le seguenti primitive integrando per sostituzione
(a)
∫
ex − 1
ex + 1
dx
(b)
∫ √
x
1 + x
dx
(c)
∫
x
√
x+ 1dx
(a) Ponendo y = ex, y > 0, x ∈ R, si ha x = log y e si scrive dx = 1ydy,
quindi ∫
ex − 1
ex + 1
dx =
∫
y − 1
y(y + 1)
dy.
Coi fratti semplici, otteniamo
y − 1
y(y + 1)
= −1
y
+
2
y + 1
da cui, tenendo conto di y > 0,∫
y − 1
y(y + 1)
dy = − log y + 2 log(y + 1) + c.
Ne segue, sostituendo di nuovo y = ex,∫
ex − 1
ex + 1
dx = − log ex + 2 log(ex + 1) + c = −x+ 2 log(ex + 1) + c
in un qualunque intervallo I di R.
(b) Ponendo y =
√
x, x, y > 0, si ha x = y2 e si scrive dx = 2y dy, quindi∫ √
x
1 + x
dx = 2
∫
y2
1 + y2
dy.
Da
y2
y2 + 1
=
y2 + 1− 1
y2 + 1
= 1− 1
y2 + 1
si ha poi
2
∫
y2
1 + y2
dy = 2y − 2 arctan y + c.
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Ne segue, sostituendo di nuovo y =
√
x,∫ √
x
1 + x
dx = 2
√
x− 2 arctan√x+ c
in un qualunque intervallo I ⊂ (0,+∞).
(c) Ponendo y =
√
x+ 1, x > −1, y > 0, si ha x = y2 − 1 e si scrive
dx = 2y dy, quindi∫
x
√
x+ 1dx = 2
∫
(y2 − 1)y2 dy = 2
∫
(y4 − y2)dy = 2
5
y5 − 2
3
y3 + c.
Ne segue, sostituendo di nuovo y =
√
x+ 1,∫
x
√
x+ 1dx =
2
5
(x+ 1)5/2 − 2
3
(x+ 1)3/2 + c
in un qualunque intervallo I ⊂ (−1,+∞).
Soluzione 2.6.4 (Testo 1.6.4)
Calcolare le seguenti primitive di funzioni razionali
(a)
∫ 5
x2 + 2x+ 1
dx
(b)
∫ 1
x2 + x+ 1
dx
(c)
∫
x
x2 + x+ 1
dx
(d)
∫
x3 + 1
x2 − 3x+ 2dx
(e)
∫
x
x3 + 3x2 + 3x+ 1
dx
(f)
∫ 1
x4 − 1dx
(g)
∫
x+ 1
x3 − x2dx
(h)
∫ 1
x3 + 1
dx
2.6. SOLUZIONI ESERCIZI INTEGRALI 111
(a) L’integrale dato e` immediato:∫ 5
x2 + 2x+ 1
dx =
∫ 5
(x+ 1)2
dx = − 5
x+ 1
+ c
in un qualunque intervallo I tale che −1 /∈ I.
(b) Scrivendo il denominatore, irriducibile, come somma di quadrati:∫ 1
x2 + x+ 1
dx =
∫ 1
(x+ 1/2)2 + 3/4
dx =
2√
3
arctan
[
2√
3
(
x+
1
2
)]
+ c
in un qualunque intervallo I di R.
(c) Utilizzando anche l’esercizio precedente:∫
x
x2 + x+ 1
dx =
1
2
∫ 2x+ 1
x2 + x+ 1
dx− 1
2
∫ 1
x2 + x+ 1
dx =
1
2
log(x2 + x+ 1)− 1√
3
arctan
[
2√
3
(
x+
1
2
)]
+ c
in un qualunque intervallo I di R.
(d) Eseguiamo la divisione euclidea:
x3 + 1
x2 − 3x+ 2 = x+ 3 +
7x− 5
x2 − 3x+ 2 .
Impostando i fratti semplici
7x− 5
x2 − 3x+ 2 =
7x− 5
(x− 1)(x− 2) =
A
x− 1 +
B
x− 2 ,
si ottiene
A = −2, B = 9.
Concludendo:∫
x3 + 1
x2 − 3x+ 2dx =
∫ (
x+ 3− 2
x− 1 +
9
x− 2
)
dx =
1
2
x2 + 3x− 2 log |x− 1|+ 9 log |x− 2|+ c
in un qualunque intervallo I tale che 1 /∈ I, 2 /∈ I.
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(e) Impostiamo i fratti semplici:
x
x3 + 3x2 + 3x+ 1
=
x
(x+ 1)3
=
A
x+ 1
+
B
(x+ 1)2
+
C
(x+ 1)3
.
Si ottiene
A = 0, B = 1, C = −1.
Concludendo∫
x
x3 + 3x2 + 3x+ 1
dx =
∫ ( 1
(x+ 1)2
− 1
(x+ 1)3
)
dx
= − 1
x+ 1
+
1
2
1
(x+ 1)2
+ c
in un qualunque intervallo I tale che −1 /∈ I.
(f) Impostiamo i fratti semplici:
1
x4 − 1 =
1
(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1) =
A
x− 1 +
B
x+ 1
+
Cx+D
x2 + 1
.
Si ottiene
A =
1
4
, B = −1
4
, C = 0, D = −1
2
.
Concludendo∫ 1
x4 − 1dx =
∫ (1
4
1
x− 1 −
1
4
1
x+ 1
− 1
2
1
x2 + 1
)
dx
=
1
4
log |x− 1| − 1
4
log |x+ 1| − 1
2
arctanx+ c
in un qualunque intervallo I tale che ±1 /∈ I.
(g) Impostiamo i fratti semplici:
x+ 1
x3 − x2 =
x+ 1
x2(x− 1) =
A
x
+
B
x2
+
C
x− 1 .
Si ottiene
A = −2, B = −1, C = 2.
Concludendo ∫
x+ 1
x3 − x2dx =
∫ (
−2
x
− 1
x2
+
2
x− 1
)
dx
= −2 log |x|+ 1
x
+ 2 log |x− 1|+ c
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in un qualunque intervallo I tale che 0, 1 /∈ I.
(h) Impostiamo i fratti semplici:
1
x3 + 1
=
1
(x+ 1)(x2 − x+ 1) =
A
x+ 1
+
Bx+ C
x2 − x+ 1 .
Si ottiene
A =
1
3
, B = −1
3
, C =
2
3
.
Quindi∫ 1
x3 + 1
dx =
∫ (1
3
1
x+ 1
+
1
3
−x+ 2
x2 − x+ 1
)
dx
=
1
3
log |x+ 1| − 1
6
∫ 2x− 1
x2 − x+ 1dx+
1
2
∫ 1
x2 − x+ 1dx
=
1
3
log |x+ 1| − 1
6
log(x2 − x+ 1) + 1
2
∫ 1
(x− 1/2)2 + 3/4dx
=
1
3
log |x+ 1| − 1
6
log(x2 − x+ 1) + 1√
3
arctan
[
2√
3
(
x− 1
2
)]
+ c
in un qualunque intervallo I tale che −1 /∈ I.
Soluzione 2.6.5 (Testo 1.6.5)
Calcolare le seguenti primitive
(a)
∫
ex + 1
e2x + 1
dx
(b)
∫
x2 log(x+ 1)dx
(c)
∫ tanx
sin2 x− cos2 xdx
(d)
∫
x+
√
x
2 +
√
x
dx
(e)
∫ 1
cosx
dx
(f)
∫ √
4− x2dx
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(a) Con la sostituzione y = ex, y > 0, x ∈ R, si ha x = log y, si scrive
dx = 1ydy, e si ottiene ∫
ex + 1
e2x + 1
dx =
∫
y + 1
y(y2 + 1)
dy.
Impostiamo i fratti semplici:
y + 1
y(y2 + 1)
=
A
y
+
By + C
y2 + 1
.
Si ha
A = 1, B = −1, C = 1,
da cui, tenendo conto anche di y > 0,∫
y + 1
y(y2 + 1)
dy =
∫ (1
y
− y
y2 + 1
+
1
y2 + 1
)
dy
= log y − 1
2
log(y2 + 1) + arctan y + c.
Sostituendo poi di nuovo y = ex, si ha∫
ex + 1
e2x + 1
dx = x− 1
2
log(e2x + 1) + arctan ex + c
in un qualunque intervallo I di R.
(b) Integrando per parti e calcolando poi l’integrale di una funzione
razionale, si ha∫
x2 log(x+ 1)dx =
1
3
x3 log(x+ 1)− 1
3
∫
x3
x+ 1
dx
=
1
3
x3 log(x+ 1)− 1
3
∫
(x2 − x+ 1)dx+ 1
3
∫ 1
x+ 1
dx
=
1
3
x3 log(x+ 1)− 1
9
x3 +
1
6
x2 − 1
3
x+
1
3
log(x+ 1) + c
in un qualunque intervallo I ⊂ (−1,+∞).
(c) Da tanx = sinxcosx e sin
2 x = 1− cos2 x, si ha∫ tanx
sin2 x− cos2 xdx =
∫ sinx
cosx(1− 2 cos2 x)dx.
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Ponendo ora y = cosx, si scrive dy = − sinx dx e si ottiene∫ sinx
cosx(1− 2 cos2 x)dx =
1
2
∫ 1
y(y −√1/2)(y +√1/2)dy.
Coi fratti semplici, si ha poi
1
y(y −√1/2)(y +√1/2) = −2y + 1y −√1/2 + 1y +√1/2 ,
da cui
1
2
∫ 1
y(y −√1/2)(y +√1/2) = − log |y|+ 12 log |y2 − 1/2|+ c.
Concludendo,∫ tanx
sin2 x− cos2 xdx = − log | cosx|+
1
2
log | cos2 x− 1/2|+ c
in un qualunque intervallo I che non contiene punti del tipo x = pi/2 + kpi
oppure del tipo x = pi/4 + kpi/2 con k intero.
(d) Con la sostituzione y =
√
x, x, y > 0, si ha x = y2, si scrive dx =
2y dy e si ottiene ∫
x+
√
x
2 +
√
x
dx = 2
∫
y3 + y2
y + 2
dy.
Integrando la funzione razionale, si ha
2
∫
y3 + y2
y + 2
dy = 2
∫
(y2 − y + 2)dy − 8
∫ 1
y + 2
dy
=
2
3
y3 − y2 + 4y − 8 log(y + 2) + c.
Sostituendo di nuovo y =
√
x, si conclude∫
x+
√
x
2 +
√
x
dx =
2
3
x
√
x− x+ 4√x− 8 log(√x+ 2) + c
in un qualunque intervallo I ⊂ (0,+∞).
(e) Operando la sostituzione razionalizzante y = tan x2 , dx =
2
1+y2
dy e
tenendo conto di cosx = 1−y
2
1+y2
, si ha∫ 1
cosx
dx = −2
∫ 1
y2 − 1dy.
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Coi fratti semplici, si ha poi
−2
∫ 1
y2 − 1dy =
∫ ( 1
y + 1
− 1
y − 1
)
dy = log
∣∣∣∣y + 1y − 1
∣∣∣∣+ c.
Tornando a y = tan x2 , si conclude∫ 1
cosx
dx = log
∣∣∣∣tan(x/2) + 1tan(x/2)− 1
∣∣∣∣+ c
in un qualunque intervallo I che non contiene punti del tipo x = pi/2 + kpi
con k intero.
(f) Operando la sostituzione razionalizzante x = 2 sin y, −pi/2 < y <
pi/2, −2 < x < 2, dx = 2 cos y dy, tenendo conto anche di cos y > 0, si
ottiene ∫ √
4− x2dx = 4
∫
cos2 y dy.
Da 4 cos2 y = 2 + 2 cos(2y), si ha poi
4
∫
cos2 y dy = 2y + sin(2y) = 2y + 2 sin y cos y + c.
Usando ora sin y = x/2, y = arcsin(x/2), cos y =
√
1− sin2 y = 12
√
4− x2,
si conclude ∫ √
4− x2dx = 2arcsin(x/2) + (x/2)
√
4− x2 + c
in un qualunque intervallo I ⊂ (−2, 2).
Soluzione 2.6.6 (Testo 1.6.6)
Determinare la misura dell’insieme A ⊂ R2 cos`ı definito:
A =
{
(x, y) ∈ R2;−1 < x < 1, x2 − 1 ≤ y ≤ x+ 1
x+ 2
}
Si tratta di calcolare∫ 1
−1
(
x+ 1
x+ 2
− (x2 − 1)
)
dx.
Si ha ∫ 1
−1
(
x+ 1
x+ 2
+ 1− x2
)
dx =
∫ 1
−1
(
2− 1
x+ 2
− x2
)
dx
=
[
2x− log(x+ 2)− x
3
3
]1
−1
=
10
3
− log 3.
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Soluzione 2.6.7 (Testo 1.6.7)
Calcolare ∫ 1
0
ex + ex/2
1 + ex
dx
Con la sostituzione y = ex/2, x = 2 log y, dx = 2ydy, si ottiene∫ 1
0
ex + ex/2
1 + ex
dx = 2
∫ √e
1
y2 + y
(1 + y2)y
dy
= 2
∫ √e
1
y + 1
1 + y2
dy = [log(y2 + 1) + 2 arctan y]
√
e
1
= log
e+ 1
2
+ 2 arctan
√
e− pi
2
.
Soluzione 2.6.8 (Testo 1.6.8)
Calcolare i seguenti limiti
(a) lim
x→0+
1
x3
∫ x2
0
log(1 +
√
t)dt
(b) lim
x→0+
1
x4
∫ x2
0
(1− cos√t)dt
(c) lim
k→+∞
(
2
∫ 4e
4
log(kx)
x
dx− log(k(k + 1))
)
(d) lim
k→+∞
(∫ 3
1
log(k(x+ 2))dx− 3 log(k + 1)
)
(a) Ponendo f(x) =
∫ x2
0 log(1 +
√
t)dt, il limite si presenta nella forma
indeterminata 00 data da limx→0+
f(x)
x3
. Siamo nelle ipotesi di utilizzo delle
regole di De L’Hospital e possiamo passare al calcolo del limite
lim
x→0+
f ′(x)
3x2
.
Calcoliamo la derivata f ′(x) con il Teorema fondamentale del calcolo inte-
grale e la regola della derivata di funzione composta:
f ′(x) = 2x log(1 +
√
x2) = 2x log(1 + x), x > 0.
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Concludendo
lim
x→0+
1
x3
∫ x2
0
log(1 +
√
t)dt = lim
x→0+
2x log(1 + x)
3x2
=
2
3
lim
x→0+
log(1 + x)
x
=
2
3
.
(b) Ponendo f(x) =
∫ x2
0 (1 − cos
√
t)dt, il limite si presenta nella forma
indeterminata 00 data da limx→0+
f(x)
x4
. Siamo nelle ipotesi di utilizzo delle
regole di De L’Hospital e possiamo passare al calcolo del limite
lim
x→0+
f ′(x)
4x3
.
Calcoliamo la derivata f ′(x) con il Teorema fondamentale del calcolo inte-
grale e la regola della derivata di funzione composta:
f ′(x) = 2x(1− cos
√
x2) = 2x(1− cosx), x > 0.
Concludendo
lim
x→0+
1
x4
∫ x2
0
(1− cos√t)dt = lim
x→0+
2x(1− cosx)
4x3
=
1
2
lim
x→0+
1− cosx
x2
=
1
4
.
(c) Calcoliamo
2
∫ 4e
4
log(kx)
x
dx = [log2(kx)]4e4 = log
2(4ke)− log2(4k)
= (log(4ke)− log(4k))(log(4ke) + log(4k))
= log
4ke
4k
log(16k2e) = log(16k2e).
Ne segue
lim
k→+∞
(
2
∫ 4e
4
log(kx)
x
dx− log(k(k + 1))
)
= lim
k→+∞
log(16k2e)− log(k(k + 1))
= lim
k→+∞
log
16k2e
k2 + k
= log(16e) = 1 + log 16.
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(d) Calcoliamo∫ 3
1
log(k(x+ 2))dx = [x log(kx+ 2k)]31 −
∫ 3
1
x
x+ 2
dx
= 3 log(5k)− log(3k)−
∫ 3
1
(
1− 2
x+ 2
)
dx
= 3 log(5k)− log(3k)− 2 + 2 log 5
3
.
Ne segue
lim
k→+∞
(∫ 3
1
log(k(x+ 2))dx− 3 log(k + 1)
)
= lim
k→+∞
3 log(5k)− log(3k)− 2 + 2 log 5
3
− 3 log(k + 1)
= lim
k→+∞
3 log
5k
k + 1
− log(3k)− 2 + 2 log 5
3
= −∞.
Soluzione 2.6.9 (Testo 1.6.9)
Dopo aver stabilito se la funzione e` sommabile o meno, calcolare i seguenti
integrali
(a)
∫ 0
−1
1
(1− x)√1 + xdx
(b)
∫ 1
−1
1
(1− x)√1 + xdx
(c)
∫ +∞
0
xe−x
2
dx
(d)
∫ +∞
0
x3e−x
2
dx
(e)
∫ +∞
4
1
x(x− 3)dx
Si tratta di tutte funzioni continue e positive nei rispettivi intervalli di
integrazione, quindi di tutte funzioni integrabili. Ciascun integrale rappre-
senta la misura del sottografico. In tutti i casi, il sottografico e` un insie-
me non limitato del piano, l’integrale vale quindi o un numero positivo o
120 CAPITOLO 2. SOLUZIONI
+∞. Ricordiamo che la funzione si dice sommabile quando e` integrabile con
integrale finito.
(a) La funzione
f(x) =
1
(1− x)√1 + x
e` continua e limitata in ogni intervallo [−1 + ε, 0], ε > 0. Si ha poi
f(x) ∼ 1√
1 + x
, x→ −1+
quindi la funzione e` sommabile in (−1, 0] per il criterio del confronto. Questo
significa ∫ 0
−1
f(x)dx = lim
ε→0+
∫ 0
−1+ε
f(x)dx
e che tale limite esiste, finito e positivo.
Ponendo y =
√
1 + x, x = y2 − 1, dx = 2y dy, otteniamo∫ 0
−1+ε
f(x)dx =
∫ 1
√
ε
2
2− y2dy,
quindi, tenendo conto che
√
ε→ 0 per ε→ 0, abbiamo∫ 0
−1
f(x)dx = lim
δ→0+
∫ 1
δ
2
2− y2dy =
∫ 1
0
2
2− y2dy.
Si noti che, in questo caso, dopo il cambiamento di variabile, abbiamo otte-
nuto l’integrale di una funzione limitata partendo dall’integrale di una non
limitata.
Coi fratti semplici, tenendo conto anche di |y−√2| = √2− y nell’inter-
vallo d’integrazione, si ha
2
2− y2 = −
2
(y −√2)(y +√2) =
1√
2
(
1
y +
√
2
− 1
y −√2
)
,
quindi ∫ 0
−1
f(x)dx =
1√
2
∫ 1
0
(
1
y +
√
2
− 1
y −√2
)
dy
=
1√
2
[
log
y +
√
2√
2− y
]1
0
=
1√
2
log
1 +
√
2√
2− 1 .
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(b) Si ha∫ 1
−1
1
(1− x)√1 + xdx =
∫ 0
−1
1
(1− x)√1 + xdx+
∫ 1
0
1
(1− x)√1 + xdx
dove il primo integrale e` finito ed e` stato calcolato al punto precedente.
L’integrale ora assegnato e` quindi finito se e solo se tale e`∫ 1
0
1
(1− x)√1 + xdx.
La funzione
f(x) =
1
(1− x)√1 + x
e` continua e limitata in ogni intervallo [0, 1− ε], ε > 0. Si ha poi
f(x) ∼ 1√
2
1
1− x, x→ 1
−
quindi la funzione non e` sommabile in [0, 1) per il criterio del confronto.
Questo significa ∫ 1
0
f(x)dx = lim
ε→0+
∫ 1−ε
0
f(x)dx = +∞,
quindi anche l’integrale dato vale∫ 1
−1
1
(1− x)√1 + xdx = +∞.
(c) La funzione f(x) = xe−x2 e` continua e limitata su ogni intervallo
[0, a] con a > 0. Si ha poi
f(x) = O
(
1
xα
)
, x→ +∞,
qualunque sia α > 0, in particolare, scegliendo α > 1, la funzione e` somma-
bile su [0,+∞). Questo significa∫ +∞
0
f(x)dx = lim
a→+∞
∫ a
0
f(x)dx
e che tale limite esiste, finito e positivo. Infatti
lim
a→+∞
∫ a
0
xe−x
2
dx = −1
2
lim
a→+∞[e
−x2 ]a0 = −
1
2
lim
a→+∞(e
−a2 − 1) = 1
2
.
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L’integrale dato vale 1/2.
(d) La funzione f(x) = x3e−x2 e` continua e limitata su ogni intervallo
[0, a] con a > 0. Si ha poi
f(x) = O
(
1
xα
)
, x→ +∞,
qualunque sia α > 0, in particolare, scegliendo α > 1, la funzione e` somma-
bile su [0,+∞). Questo significa∫ +∞
0
f(x)dx = lim
a→+∞
∫ a
0
f(x)dx
e che tale limite esiste, finito e positivo. Infatti, integrando per parti, e
tenuto conto dell’integrale calcolato al punto precedente,
lim
a→+∞
∫ a
0
x3e−x
2
dx = lim
a→+∞
{
−1
2
[x2e−x
2
]a0 +
∫ a
0
xe−x
2
dx
}
lim
a→+∞
(
−1
2
a2e−a
2
+
∫ a
0
xe−x
2
dx
)
=
1
2
.
L’integrale dato vale 1/2.
(e) La funzione f(x) = 1x(x−3) e` continua e limitata su ogni intervallo
[4, a] con a > 4. Si ha poi
f(x) ∼ 1
x2
, x→ +∞,
quindi la funzione e` sommabile su [4,+∞) per confronto. Questo significa∫ +∞
4
f(x)dx = lim
a→+∞
∫ a
4
f(x)dx
e che tale limite esiste, finito e positivo. Infatti, coi fratti semplici,
lim
a→+∞
∫ a
4
1
x(x− 3)dx =
1
3
lim
a→+∞
∫ a
4
(
1
x− 3 −
1
x
)
dx =
1
3
lim
a→+∞
[
log
x− 3
x
]a
4
=
1
3
lim
a→+∞
(
log
a− 3
a
− log 1
4
)
= −1
3
log
1
4
=
1
3
log 4.
L’integrale dato vale 13 log 4.
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Soluzione 2.6.10 (Testo 1.6.10)
Determinare tutti gli α ≥ 0 per cui la funzione
f(x) =
(√
1 + x−√x
)α
e` sommabile su [0,+∞)
La funzione f(x) e` continua e positiva su [0,+∞), quindi basta analiz-
zare il suo comportamento per x → +∞. Moltiplicando e dividendo per(√
1 + x+
√
x
)α
, si ha
f(x) =
1(√
1 + x+
√
x
)α ∼ 12α 1xα/2 , x→ +∞.
Per confronto, segue che f e` sommabile su [0,+∞) se e solo se α/2 > 1,
quindi se e solo se
α > 2.
Soluzione 2.6.11 (Testo 1.6.11)
Operare il cambiamento di variabile y =
√
x in∫ +∞
4
1√
x(
√
x+ 2)(
√
x+ 6)
dx
• Scrivere il corrispondente integrale in dy.
Da y =
√
x, x = y2, dx = 2y dy, si ottiene∫ +∞
4
1√
x(
√
x+ 2)(
√
x+ 6)
dx =
∫ +∞
2
2
(y + 2)(y + 6)
dy.
• Determinare il valore dell’integrale.
Coi fratti semplici,∫ +∞
2
2
(y + 2)(y + 6)
dy = lim
a→+∞
∫ a
2
2
(y + 2)(y + 6)
dy
=
1
2
lim
a→+∞
∫ a
2
(
1
y + 2
− 1
y + 6
)
dy =
1
2
lim
a→+∞
[
log
y + 2
y + 6
]a
2
=
1
2
lim
a→+∞
(
log
a+ 2
a+ 6
− log 1
2
)
= −1
2
log
1
2
=
1
2
log 2.
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Soluzione 2.6.12 (Testo 1.6.12)
Data la funzione
f : [1,+∞)→ R, f(x) =
∫ x
1
(t3 − 27)(t− 1)3
t7 + 1
dt
• Scrivere f ′(x).
Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale
f ′(x) =
(x3 − 27)(x− 1)3
x7 + 1
.
• Trovare gli eventuali punti di massimo o minimo relativo interni al
dominio specificando il segno dei valori assunti in tali punti.
La derivata prima si annulla nell’estremo x = 1 del dominio e nel punto
interno x = 3. Risulta negativa per 1 < x < 3, positiva per x > 3. Il punto
x = 3 e` di minimo (assoluto) interno. Il valore corrispondente
f(3) =
∫ 3
1
(t3 − 27)(t− 1)3
t7 + 1
dt
e` negativo come si deduce dal fatto che f(1) = 0 e che f e` strettamente de-
crescente in [1, 3]. Alla stessa conclusione si giunge direttamente osservando
che la funzione sotto il segno di integrale e` negativa nell’intervallo [1, 3).
• Dire se lim
x→+∞ f(x) esiste e se e` finito o meno motivando la risposta.
La funzione f e` strettamente crescente in (3,+∞), quindi il limite esiste,
finito oppure +∞.
Per definizione,
lim
x→+∞ f(x) =
∫ +∞
1
(t3 − 27)(t− 1)3
t7 + 1
dt,
quindi la domanda equivale a chiedere se la funzione
g(t) =
(t3 − 27)(t− 1)3
t7 + 1
e` sommabile su [1,+∞) o meno.
La funzione g(t) e` continua in [1,+∞) quindi basta esaminare il suo
comportamento per t→ +∞. Si ha
g(t) ∼ 1
t
, t→ +∞,
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da cui la funzione non e` sommabile su [1,+∞).
Concludendo, lim
x→+∞ f(x) = +∞.
• Stabilire per quale valore di α risulta finito e diverso da 0
lim
x→1(x− 1)
αf(x)
motivando la risposta.
Si ha lim
x→1 f(x) = f(1) = 0, quindi per α ≥ 0 il limite proposto e` zero.
Per α < 0, diciamo α = −β con β > 0, il limite proposto
lim
x→1+
f(x)
(x− 1)β
ha la forma indeterminata 00 . Applicando le regole di De L’Hospital, abbiamo
lim
x→1+
f(x)
(x− 1)β = limx→1+
f ′(x)
β(x− 1)β−1
= lim
x→1+
(x3 − 27)(x− 1)3
β(x− 1)β−1(x7 + 1) = −
13
β
lim
x→1+
(x− 1)3
(x− 1)β−1 .
Tale limite esiste per ogni β > 0 ma risulta finito e diverso da zero, come
richiesto, se e solo se β = 4 (ed in tale caso vale −13/4).
Concludendo, il limite proposto esiste finito e diverso da zero se e solo
se α = −4.
Soluzione 2.6.13 (Testo 1.6.13)
Calcolare
∫ +∞
0
1√
x(
√
x+ 1)(
√
x+ 4)
dx. Dire poi come si possa anticipare,
senza l’ ausilio di primitive, la sommabilita` della funzione nell’intervallo
indicato.
La funzione f(x) = 1√
x(
√
x+1)(
√
x+4)
e` continua e positiva in (0,+∞), non
limitata per x→ 0 e l’intervallo di integrazione non e` limitato. Scritto∫ +∞
0
f(x)dx =
∫ 1
0
f(x)dx+
∫ +∞
1
f(x)dx,
occorre e basta esaminare i comportamenti asintotici di f(x) per x → 0 e
per x→ +∞. Si ha
f(x) ∼ 1
4
1√
x
, x→ 0; f(x) ∼ 1
x3/2
, x→ +∞.
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Dunque, f(x) e` sommabile su (0,+∞) perche` lo e` sia su (0, 1] che su [1,+∞)
per confronto.
Possiamo calcolare il valore con la sostituzione y =
√
x, x = y2, dx =
2y dy: ∫ +∞
0
1√
x(
√
x+ 1)(
√
x+ 4)
dx =
∫ +∞
0
2
(y + 1)(y + 4)
dy
=
2
3
∫ +∞
0
(
1
y + 1
− 1
y + 4
)
dy =
2
3
lim
a→+∞
[
log
y + 1
y + 4
]a
0
=
2
3
lim
a→+∞
(
log
a+ 1
a+ 4
− log 1
4
)
= −2
3
log
1
4
=
2
3
log 4.
Soluzione 2.6.14 (Testo 1.6.14)
Sia f : [1/2,+∞[−→ R, f(x) =
∫ x
1
log t
t2
dt.
• Determinare gli eventuali estremanti locali e l’andamento di monotonia
di f .
Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale,
f ′(x) =
log x
x2
per ogni x nel dominio assegnato [1/2,+∞). La derivata si annulla per
x = 1, risulta negativa per 1/2 ≤ x < 1, positiva per x > 1. La funzione
f e` quindi strettamente decrescente in [1/2, 1), strettamente crescente in
(1,+∞). Il punto x = 1 e` di minimo assoluto con valore f(1) = 0, in
particolare la funzione assume solo valori non negativi (postivi per ogni
x 6= 1 nel dominio assegnato).
• Motivare l’ esistenza di un asintoto orizzontale per f .
Si deve motivare che lim
x→+∞ f(x) esiste finito. Per definizione,
lim
x→+∞ f(x) =
∫ +∞
1
log t
t2
dt,
quindi si deve motivare il fatto la funzione
g(t) =
log t
t2
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e` sommabile su [1,+∞).
La funzione g(t) e` continua in [1,+∞) quindi basta esaminare il suo
comportamento per t → +∞. Dal momento che log t e` infinito di ordine
inferiore a qualunque potenza, si ha
g(t) = O
(
1
t2−ε
)
, t→ +∞,
per ogni ε > 0,da cui, scegliendo ε tale che 2 − ε > 1, la funzione g e`
sommabile su [1,+∞).
• Tracciare il grafico di f .
Si raccolgono in un grafico qualitativo gli elementi determinati nei punti
precedenti.
• Calcolare lim
x→1
f(x)
(x− 1)2 .
Si ha lim
x→1 f(x) = f(1) = 0, quindi il limite proposto ha la forma indeter-
minata 00 . Applicando le regole di De L’Hospital, abbiamo
lim
x→1
f(x)
(x− 1)2 = limx→1
f ′(x)
2(x− 1)
= lim
x→1
log x
2(x− 1)x2 =
1
2
lim
x→1
log x
x− 1 =
1
2
lim
y→0
log(1 + y)
y
=
1
2
.
Soluzione 2.6.15 (Testo 1.6.15)
Consideriamo ∫ +∞
2
x+ 2
x(x+ 1)(x− 1)dx.
• Prima di calcolarlo motivare il fatto che tale integrale esiste finito.
La funzione
f(x) =
x+ 2
x(x+ 1)(x− 1)
e` continua e positiva su [2,+∞) ed ha il comportamento asintotico
f(x) ∼ 1
x2
, x→ +∞,
quindi e` sommabile per confronto.
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• Calcolarlo.
Dai fratti semplici
x+ 2
x(x+ 1)(x− 1) = −
2
x
+
1
2
1
x+ 1
+
3
2
1
x− 1 ,
segue la primitiva su [2,+∞)
∫
x+ 2
x(x+ 1)(x− 1)dx = log
(x+ 1)1/2(x− 1)3/2
x2
.
Quindi
∫ +∞
2
x+ 2
x(x+ 1)(x− 1)dx = lima→+∞
[
log
(x+ 1)1/2(x− 1)3/2
x2
]a
2
= lim
a→+∞
(
log
(a+ 1)1/2(a− 1)3/2
a2
− log 3
1/2
4
)
= log
4√
3
.
Soluzione 2.6.16 (Testo 1.6.16)
Utilizzando il cambiamento di variabile y = ex calcolare∫ +∞
0
ex
(ex + 2)(ex + 3)
dx.
Da y = ex, x = log y, dx = 1ydy e dai fratti semplici, segue∫ +∞
0
ex
(ex + 2)(ex + 3)
dx =
∫ +∞
1
1
y + 2
y + 3dy
=
∫ +∞
1
(
1
y + 2
− 1
y + 3
)
dy = lim
a→+∞
[
log
y + 2
y + 3
]a
1
= lim
a→+∞
(
log
a+ 2
a+ 3
− log 3
4
)
= log
4
3
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Soluzione 2.6.17 (Testo 1.6.17)
Data la funzione
f : [1,+∞)→ R, f(x) =
∫ x
1
t3 − 27
t5 + 1
dt
• Scrivere f ′(x).
Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale,
f ′(x) =
x3 − 27
x5 + 1
per tutti gli x nel dominio assegnato [1,+∞).
• Determinare gli eventuali punti di massimo o minimo relativo.
La derivata si annulla per x = 3, e` negativa in [1, 3), positiva in (3,+∞).
La funzione e` strettamente decrescente in [1, 3), strettamente crescente in
(3,+∞). Il punto x = 3 e` di minimo assoluto, con valore
f(3) =
∫ 3
1
t3 − 27
t5 + 1
dt,
calcolabile coi fratti semplici se necessario, di segno negativo in quanto
f(1) = 0 ed f strettamente decrescente in [1, 3). Si puo` determinare il
segno di f(3) anche direttamente osservando che la funzione sotto il segno
di integrale e` strettamente negativa per t ∈ [1, 3).
• Scrivere f ′′(x).
f ′′(x) =
x2(−2x5 + 135x2 + 3)
(x5 + 1)2
.
• Per motivare la presenza di flessi o meno, fare a parte un breve studio
della funzione polinomiale y = −2x5 + 135x2 + 3 riportandone un grafico
qualitativo. Il polinomio in questione e` uno dei fattori di f ′′(x).
Si ha lim
x→±∞ y(x) = ∓∞. Poi y
′(x) = −10x(x3 − 27), da cui y(x) e`
strettamente decrescente in (−∞, 0), il punto x = 0 e` di minimo relativo
con valore y(0) = 3, y(x) e` strettamente crescente in (0, 3), il punto x = 3 e`
di massimo relativo con valore y(3) = 732, y(x) e` strettamente decrescente
in (3,+∞). In particolare, y(x) ha un unico zero per x = α con α ∈ (3,+∞),
y(x) > 0 per x < α, y(x) < 0 per x > α.
• Dire, dal punto precedente, se f ha punti di flesso. (Non si chiede di
trovare esplicitamente tali punti ma solo dire se ci sono e quanti sono e di
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localizzarli rispetto ad altri punti notevoli come punti di massimo o minimo
relativo).
Nel dominio assegnato, la derivata seconda ha lo stesso segno di −2x5+
135x2 + 3. Per quanto visto al punto precedente, la funzione f ha un flesso
per x = α, con α ∈ (3,+∞), e` strettamente convessa in (1, α), strettamente
concava (α,+∞).
• Dire se limx→+∞ f(x) esiste e se e` finito o meno motivando la risposta
(nel caso che sia finito non si chiede di calcolarlo).
La funzione e` strettamente crescente in (3,+∞) quindi il limite esiste,
finito oppure +∞.
Per definizione,
lim
x→+∞ f(x) =
∫ +∞
1
t3 − 27
t5 + 1
dt,
quindi la domanda equivale a chiedere se la funzione
g(t) =
t3 − 27
t5 + 1
e` sommabile su [1,+∞) o meno.
La funzione g(t) e` continua in [1,+∞) quindi basta esaminare il suo
comportamento per t→ +∞. Si ha
g(t) ∼ 1
t2
, t→ +∞,
da cui la funzione e` sommabile su [1,+∞).
Concludendo, lim
x→+∞ f(x) esiste finito. Se necessario, e` possibile calco-
larlo coi fratti semplici.
2.7 Soluzioni compiti
Soluzione 2.7.1 (Testo 1.8.1)
Esercizio A
Denotata k una costante da determinare in seguito, sia f : [0,+∞)→ R
f(x) =

xx log x, x > 0
k, x = 0
(a) Determinare k in modo che f sia continua anche per x = 0. (3pt)
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Il valore di k che assicura la continuita` e`
k = lim
x→0x
x log x = lim
x→0 e
x log2 x = e0 = 1.
(b) Ora f e` anche derivabile per x = 0? (3pt)
Scelto f(0) = 1, calcoliamo il limite del rapporto incrementale per x = 0:
lim
x→0
f(x)− f(0)
x
= lim
x→0
ex log
2 x − 1
x
= lim
x→0
x log2 x
x
= lim
x→0 log
2 x = +∞
dove si e` usata l’equivalenza ey−1 ∼ y, y → 0, con y = x log2 x. La funzione
non e` derivabile per x = 0. Nel punto (0, 1) il grafico ha tangente verticale.
(c) Enunciare il Teorema di Rolle e verificare che ora f ne soddisfa le ipo-
tesi in [0, 1]. In quali punti di tale intervallo sono valide le conclusioni del
teorema? (3pt)
La funzione f ora e` continua in [0, 1], derivabile in (0, 1) e vale f(0) =
f(1) (il valore comune e` 1). Per il Teorema di Rolle esiste un punto c ∈ (0, 1)
tale che f ′(c) = 0.
In questo caso da
f ′(x) = log x(log x+ 2)ex log
2 x, x > 0
abbiamo
c =
1
e2
.
(d) Tracciare il grafico di f . (3pt)
Il dominio della funzione, gia` assegnato nel testo, e` [0,+∞). La funzione
e` continua in tutto il dominio, derivabile per x ∈ (0,+∞). I limiti agli
estremi del dominio valgono:
lim
x→0 f(x) = f(0) = 1, limx→+∞ f(x) = limx→+∞ e
x log2 x = +∞.
L’ordine di infinito di f(x) per x → +∞ e` superiore a quello di ex, quindi
superiore ad ogni potenza xα. In particolare la funzione non ha asintoti per
x→ +∞.
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La derivata f ′(x), x > 0, si annulla per
x =
1
e2
, x = 1.
Dal segno della derivata prima abbiamo che f e` strettamente crescente in
[0, 1/e2], [1,+∞),
strettamente decrescente in
[1/e2, 1].
In particolare, x = 1/e2 e` un punto di massimo relativo, f(1/e2) = e4/e
2
,
x = 1 e` un punto di minimo relativo, f(1) = 1. In realta` 1 e` il valore minimo
assoluto, assunto anche per x = 0. Nel punto (0, 1) la tangente al grafico e`
l’asse y. L’insieme dei valori e` [1,+∞).
Esercizio B
(a) Calcolare i coefficienti a, b, c nello sviluppo asintotico√
1 + y + y2 = 1 + ay + by2 + cy3 + o(y3), y → 0 (3pt).
Da √
1 + t = 1 +
1
2
t− 1
8
t2 +
1
16
t3 + 0(t3), t→ 0
abbiamo√
1 + y + y2 = 1 +
1
2
(y + y2)− 1
8
(y + y2)2 +
1
16
(y + y2)3 + o(y3) =
1 +
1
2
y +
1
2
y2 − 1
8
y2 − 1
4
y3 +
1
16
y3 + o(y3) = 1 +
1
2
y +
3
8
y2 − 3
16
y3 + o(y3)
(b) Dedurne l’asintoto obliquo per x→ +∞ della funzione
g(x) = x3
(√
1 + 1/x+ 1/x2 − 1− a/x
)
(3pt)
Abbiamo
g(x) = x3
(√
1 + 1/x+ 1/x2 − 1− 1/2x
)
.
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Per x→ +∞ si ha 1/x→ 0 quindi dallo sviluppo precedente segue
g(x) = x3
(
3
8x2
− 3
16x3
+ o
(
1
x3
))
=
3
8
x− 3
16
+ o(1).
L’asintoto richiesto ha equazione
y =
3
8
x− 3
16
.
Esercizio C
Consideriamo
f : [2,+∞)→ R, f(x) =
∫ x
2
t− 3
t(t+ 1)(t− 1)dt.
(a) Prima di calcolarlo motivare il fatto che limx→+∞ f(x) esiste finito.
(2pt)
La funzione
g(t) =
t− 3
t(t+ 1)(t− 1)
e` continua in [2,+∞), positiva in (3,+∞) e
g(t) ∼ 1
t2
, t→ +∞.
Per il criterio del confronto g(t) e` sommabile su [2,+∞) quindi esiste finito
lim
x→+∞ f(x) = limx→+∞
∫ x
2
t− 3
t(t+ 1)(t− 1)dt.
(b) Calcolare limx→+∞ f(x). (5pt)
Determiniamo i fratti semplici
t− 3
t(t+ 1)(t− 1) =
A
t
+
B
t+ 1
+
C
t− 1 .
Abbiamo 
A =
t− 3
(t+ 1)(t− 1) |t=0
= 3
B = t−3t(t−1) |t=−1
= −2
C = t−3t(t+1) |t=1
= −1.
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Ne segue
f(x) = [3 log t− 2 log(t+ 1)− log(t− 1)]x2 = log
x3
(x+ 1)2(x− 1) − log
8
9
quindi
lim
x→+∞ f(x) = log 1− log
8
9
= log
9
8
= 2 log 3− 3 log 2.
(c) Qual e` la maniera piu` veloce di determinare f ′(x)? (2pt)
Dal Teorema fondamentale del calcolo integrale si ha subito
f ′(x) =
x− 3
x(x+ 1)(x− 1) , x ≥ 2.
(d) Tracciare il grafico di f . (3pt)
I limiti agli estremi del dominio sono
lim
x→2 f(x) = f(2) = 0, limx→+∞ f(x) = log
9
8
= 2 log 3− 3 log 2.
La retta y = 2 log 3− 3 log 2 e` asintoto orizzontale per x→ +∞.
Nel dominio assegnato [2,+∞), la derivata prima si annulla per x = 3, e`
positiva per x > 3, negativa per 2 < x < 3. Ne segue che la funzione
f e` strettamente crescente su [3,+∞), strettamente decrescente su [2, 3].
Il punto x = 3 e` il punto di minimo assoluto con valore f(3) = 5 log 3 −
8 log 2. La funzione f(x) assume valori negativi in (2, 3 +
√
13), valore 0
per x = 3 +
√
13, valori positivi in (3 +
√
13,+∞). L’insieme dei valori e`
[5 log 3− 8 log 2, 2 log 3− 3 log 2).
La derivata seconda in [2,+∞)
f ′′(x) =
−2x3 + 9x2 − 3
x2(x2 − 1)2
ha lo stesso segno di −2x3 + 9x2 − 3. Se ne deduce che la funzione f
presenta un flesso per x = α, α ∈ (3, 4) (migliori approssimazioni di α si
possono ottenere con un algoritmo per la ricerca degli zeri di −2x3+9x2−3),
essendo convessa in (2, α), concava in (α,+∞).
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Soluzione 2.7.2 (Testo 1.8.2)
Esercizio A (6pt)
Risolvere
(
z
1 + i
)3
= 8i in campo complesso.
Poniamo
z
1 + i
= w. Si tratta di risolvere w3 = 8i. Si ottiene |w| = 2,
argw = pi/6+2kpi/3, k = 0, 1, 2, da cui w0 =
√
3+i, w1 = −
√
3+i, w2 = −2i.
Dalla relazione z = (1 + i)w si ottengono le soluzioni dell’equazione data:
z0 =
√
3− 1 + i(1 +
√
3), z1 = −
√
3− 1 + i(1−
√
3), z2 = 2− 2i.
Esercizio B (8pt)
Si consideri
∫ +∞
1
1√
x(
√
x+ 1)(
√
x+ 2)
dx,
• (2pt) Dire come si possa anticipare, senza l’ ausilio di primitive, la
sommabilita` della funzione nell’intervallo indicato.
La funzione f(x) =
1√
x(
√
x+ 1)(
√
x+ 2)
e` continua e positiva nell’interval-
lo [1,+∞[ ed ha il comportamento asintotico f(x) ∼ 1/x3/2 per x → +∞.
Ne segue che f(x) e` sommabile nell’intervallo [1,+∞[ per il criterio del
confronto.
• (6pt) Calcolare l’integrale.
Operiamo la sostituzione
√
x = y, dx = 2dy. Si ottiene∫ +∞
1
2
(y + 1)(y + 2)
dy = lim
a→+∞
∫ a
1
2
(y + 1)(y + 2)
dy =
lim
a→+∞
∫ a
1
(
2
y + 1
− 2
y + 2
)
dy = lim
a→+∞
[
2 log
y + 1
y + 2
]a
1
=
lim
a→+∞ 2 log
a+ 1
a+ 2
− 2 log 2
3
= 2 log
3
2
.
Esercizio C (9pt)
Sia f : [1/2,+∞[−→ R, f(x) =
∫ x
1
log t
t3
dt.
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• (2.5pt) Determinare gli eventuali estremanti locali e l’andamento di
monotonia di f .
Per il teorema fondamentale del calcolo integrale f ′(x) =
log x
x3
. Studiando
il segno di f ′ si ottiene che f e` strettamente decrescente in [1/2, 1], stretta-
mente crescente in [1,+∞[. Per x = 1 si ha il punto di minimo con valore
f(1) = 0. A questi risultati si poteva arrivare anche ragionando sulla defini-
zione stessa di funzione integrale, partendo dalla funzione sotto il segno di
integrale g(t) =
log t
t3
.
• (2.5pt) Motivare l’ esistenza di un asintoto orizzontale per f .
La funzione g(t) =
log t
t3
e` continua [1/2,+∞[, positiva in ]1,+∞[, e per ogni
ε > 0 esiste aε tale che g(t) <
1
t3−ε
per t > aε. Per il criterio del confronto∫ +∞
1/2
g(t)dt e` convergente. Questo significa proprio che lim
x→+∞ f(x) esiste
finito, quindi f ha asintoto orizzontale per x→ +∞.
• (2.5pt) Determinare gli eventuali flessi e l’andamento di convessita` di
f .
Vale f ′′(x) =
1− 3 log x
x4
. Ne segue che f e` strettamente convessa in [1/2, 3
√
e],
strettamente concava in [ 3
√
e,+∞[, per x = 3√e si ha un flesso.
• (1.5pt) Tracciare il grafico di f .
Si raccolgono gli elementi precedenti.
Esercizio D (7pt)
Sia f(x) =
√
1 + sinx.
(a) (4pt) Determinare il polinomio di Mc Laurin di ordine 3 di f(x).
Da sinx = x− (x3/6)+o(x3), x→ 0, √1 + t = 1+(t/2)− (t2/8)+(t3/16)+
o(t3), t→ 0, sostituendo t = x− (x3/6) + o(x3) si ottiene
f(x) = 1 + (x/2)− (x3/12)− (x2/8) + (x3/16) + o(x3)
= 1 + (x/2)− (x2/8)− (x3/48) + o(x3), x→ 0.
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(b) (3pt) Dedurne che la funzione
g(x) = x2
(√
1 + sin
1
x
− 1
)
ha un asintoto y = mx+ q per x→ +∞ con
g(x)−mx− q = c/x+ o(1/x)
specificando le costanti m, q e c.
Usando lo sviluppo precedente ed il fatto che 1/x→ 0 per x→ +∞, abbiamo
g(x) = x2
(√
1 + sin 1x − 1
)
= x2
(
(1/2x)− (1/8x2)− (1/48x3) + o(1/x3))
= (x/2)− (1/8)− (1/48x) + 0(1/x), x→ +∞.
La retta y = (x/2)− (1/8) e` asintoto obliquo per x
Soluzione 2.7.3 (Testo 1.8.3)
Esercizio A
Scrivere le soluzioni dell’equazione in campo complesso
(
z − i
i
)3
= −8.
Poniamo w =
z − i
i
e risolviamo w3 = −8. Si ottiene |w| = 2 e arg w =
(pi/3) + (2kpi/3), k = 0, 1, 2, quindi
w0 = 1 + i
√
3, w1 = −2, w2 = 1− i
√
3.
Da z = i+ iw otteniamo che le soluzioni della equazione data sono:
z0 = −
√
3 + 2i, w1 = −i, w2 =
√
3 + 2i.
Esercizio B
Determinare lim
x→0
2 log(1 + sinx)− 2x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cos2 x .
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Da sinx = x−(x3/6)+o(x3), x→ 0, e log(1+t) = t−(t2/2)+(t3/3)+o(t3),
t→ 0, si ottiene
log(1 + sinx) = x− (x2/2) + (x3/6) + o(x3), x→ 0.
Si ha poi
2ex − 2− 2x− x2 = (x3/3) + o(x3), x→ 0.
Il termine cos2 x tende ad 1. Il limite dato e` quindi uguale a:
lim
x→0
(x3/3) + o(x3)
(x3/3) + o(x3)
= 1.
Esercizio C
Calcolare
∫ +∞
1
1
x(1 + log x)(2 + log x)
dx.
Operando la sostituzione log x = y, x = ey, dx = eydy si ottiene∫ ∞
0
1
(1 + y)(2 + y)
dy = lim
a→+∞
∫ a
0
(
1
1 + y
− 1
2 + y
)
dy =
lim
a→+∞
[
log
1 + y
2 + y
]a
0
= lim
a→+∞ log
1 + a
2 + a
− log 1
2
= log 2.
Esercizio D
Data la funzione di variabile reale f(x) = xe1/x determinarne:
• Il dominio ed i relativi limiti agli estremi
Il dominio e` ]−∞, 0[∪]0,+∞[; limx→−∞ f(x) = −∞, limx→0− f(x) = 0,
limx→0+ f(x) = +∞, limx→+∞ f(x) = +∞.
• gli eventuali estremanti locali e l’andamento di monotonia
f ′(x) = (1− (1/x))e1/x quindi f e` strettamente crescente in ]−∞, 0[ ed in
]1,+∞[; strettamente decrescente in ]0, 1[. Il punto x = 1 e` di minimo locale
con valore f(1) = e.
• gli eventuali flessi e l’andamento di convessita`
f ′′(x) = (1/x3)e1/x quindi f e` strettamente concava in ]−∞, 0[; strettamente
convessa in ]0,+∞[. Non ci sono flessi.
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• gli eventuali asintoti
La retta x = 0 (asse delle y) e` asintoto verticale. Per x → ±∞ si ha
e1/x = 1 + (1/x) + o(1/x) quindi f(x) = x + 1 + o(1) che significa che la
retta y = x+ 1 e` asintoto obliquo sia per x→ +∞ che per x→ −∞.
• il prolungamento continuo a sinistra in x = 0 con relativo studio della
derivata sinistra
La funzione si prolunga con continuita` a sinistra in x = 0 ponendo f(0) = 0.
Studiando il rapporto incrementale
lim
x→0−
xe1/x
x
= lim
x→0−
e1/x = 0
si trova f ′−(0) = 0.
• un grafico qualitativo che tenga conto di tutti gli elementi precedenti.
Si riportano in un grafico tutti gli elementi ottenuti. In particolare il se-
miasse negativo delle x e` semiretta tangente al grafico nell’origine.
Esercizio E
Enunciare e dimostrare il Teorema fondamentale del calcolo.
Vedi testi consigliati e/o appunti delle lezioni.
Soluzione 2.7.4 (Testo 1.8.4)
Esercizio A
Scrivere le soluzioni dell’equazione in campo complesso
(
z − i
i
)4
= −16.
Poniamo w =
z − i
i
e risolviamo w4 = −16. Si ottiene |w| = 2 e arg w =
(pi/4) + (kpi/2), k = 0, 1, 2, 3, quindi
w0 =
√
2 + i
√
2, w1 = −
√
2 + i
√
2, w2 = −
√
2− i
√
2, w3 =
√
2− i
√
2.
Da z = i+ iw otteniamo che le soluzioni della equazione data sono:
z0 = −
√
2+i(1+
√
2), z1 = −
√
2+i(1−
√
2), z2 =
√
2+i(1−
√
2), z3 =
√
2+i(1+
√
2).
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Esercizio B
Determinare lim
x→0
8
√
1 + sinx− 8− 4x+ x2
(2ex − 2− 2x− x2) cosh2 x .
Da sinx = x−(x3/6)+o(x3), x→ 0, e √1 + t = 1+(t/2)−(t2/8)+(t3/16)+
o(t3), t→ 0, si ottiene
√
1 + sinx = 1 + (x/2)− (x2/8)− (x3/48) + o(x3), x→ 0.
Si ha poi
2ex − 2− 2x− x2 = (x3/3) + o(x3), x→ 0.
Il termine cosh2 x tende ad 1. Il limite dato e` quindi uguale a:
lim
x→0
−(x3/6) + o(x3)
(x3/3) + o(x3)
= −1
2
.
Esercizio C
Calcolare
∫ +∞
0
ex
(1 + ex)(2 + ex)
dx.
Operando la sostituzione ex = y, x = log y, dx = dy/y si ottiene∫ ∞
1
1
(1 + y)(2 + y)
dy = lim
a→+∞
∫ a
1
(
1
1 + y
− 1
2 + y
)
dy =
lim
a→+∞
[
log
1 + y
2 + y
]a
1
= lim
a→+∞ log
1 + a
2 + a
− log 2
3
= log
3
2
.
Esercizio D
Data la funzione di variabile reale f(x) = (x− 1)e1/(1−x) determinarne:
• Il dominio ed i relativi limiti agli estremi
Il dominio e` ] − ∞, 1[∪]1,+∞[; limx→−∞ f(x) = −∞, limx→1− f(x) =
−∞, limx→1+ f(x) = 0, limx→+∞ f(x) = +∞.
• gli eventuali estremanti locali e l’andamento di monotonia
f ′(x) =
xe1/(1−x)
x− 1 quindi f e` strettamente crescente in ]−∞, 0[ ed in ]1,+∞[;
strettamente decrescente in ]0, 1[. Il punto x = 0 e` di massimo locale con
valore f(0) = −e.
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• gli eventuali flessi e l’andamento di convessita`
f ′′(x) = (1/(x − 1)3)e1/(1−x) quindi f e` strettamente concava in ] −∞, 1[;
strettamente convessa in ]1,+∞[. Non ci sono flessi.
• gli eventuali asintoti
La retta x = 1 e` asintoto verticale. Per x→ ±∞ si ha
e1/(1−x) = 1 + (1/(1− x)) + o(1/(1− x))
quindi f(x) = x − 2 + o(1) che significa che la retta y = x − 2 e` asintoto
obliquo sia per x→ +∞ che per x→ −∞.
• il prolungamento continuo a destra in x = 1 con relativo studio della
derivata destra
La funzione si prolunga con continuita` a destra in x = 1 ponendo f(1) = 0.
Studiando il rapporto incrementale
lim
x→1+
(x− 1)e1/(1−x)
x− 1 = limx→1+ e
1/(1−x) = 0
si trova f ′+(1) = 0.
• un grafico qualitativo che tenga conto di tutti gli elementi precedenti.
Si riportano in un grafico tutti gli elementi ottenuti. In particolare il se-
miasse delle x > 1 e` semiretta tangente al grafico.
Esercizio E
Enunciare e dimostrare il Teorema di Rolle.
Vedi testi consigliati e/o appunti delle lezioni.
Soluzione 2.7.5 (Testo 1.8.5)
Esercizio A
Scrivere in forma algebrica zk = xk + iyk, k = 0, 1, 2, le tre soluzioni della
equazione in campo complesso(
z − i
z + i
)3
= −1.
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Posto
z − i
z + i
= w, z 6= −i,
si risolve l’equazione
w3 = −1.
Scritto |w| = r, arg(w) = ϑ, w = r(cosϑ+ i sinϑ), l’equazione diventa
r3(cos 3ϑ+ i sin 3ϑ) = 1 · (cospi + i sinpi)
da cui 
r3 = 1
3ϑ = pi + 2kpi
,

r = 1
ϑ = pi/3 + 2kpi/3
,
e si ottengono le tre soluzioni
w0 = 1/2 + i
√
3/2, w1 = −1, w2 = 1/2− i
√
3/2
ponendo k = 0, 1, 2.
Tornando alla variabile z abbiamo
z =
iw + i
1− w , w 6= 1,
da cui
z0 =
3i−√3
1− i√3 , z1 = 0, z2 =
3i+
√
3
1 + i
√
3
.
Per porre z0, z2 in forma algebrica basta moltiplicare e dividere per il com-
plesso coniugato del denominatore. Risultato:
z0 = −
√
3, z1 = 0, z2 =
√
3
Esercizio B
Determinare l’asintoto per x→ −∞ della funzione
f(x) = x+
√
x2 + x−
√
x2 − x+ 2x log(1 + 1/x)
riportando i passaggi significativi.
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Per x→ −∞, si ha
f(x) = x− x
√
1 + 1/x+ x
√
1− 1/x+ 2x log(1 + 1/x) =
x− x(1 + 1/2x+ o(1/x)) + x(1− 1/2x+ o(1/x)) + 2x(1/x+ o(1/x)) =
x− x− 1/2 + x− 1/2 + 2 + o(1) =
x+ 1 + o(1)
quindi l’asintoto ha equazione
y = x+ 1.
In maniera equivalente, l’asintoto y = mx+ q si determina attraverso il
calcolo dei limiti
m = lim
x→−∞
f(x)
x
= lim
x→−∞ 1−
√
1 + 1/x+
√
1− 1/x+ 2 log(1 + 1/x) = 1,
q = lim
x→−∞ f(x)− x = limx→−∞
√
x2 + x−
√
x2 − x+ 2x log(1 + 1/x) =
lim
x→−∞
x2 + x− x2 + x√
x2 + x+
√
x2 − x + 2 log(1 + 1/x)
x =
lim
x→−∞
2x
−x
(√
1 + 1/x+
√
1− 1/x
) + 2 log(1 + 1/x)x =
−1 + 2 log e = −1 + 2 = 1.
Esercizio C
Data la funzione di variabile reale
f(x) =
√
1− |ex − 1|
determinare i seguenti elementi.
• Dominio naturale (un intervallo)
La funzione e` definita per |ex − 1| ≤ 1 che equivale a −1 ≤ ex − 1 ≤ 1
quindi a 0 ≤ ex ≤ 2. La diseguaglianza ex ≥ 0 e` verificata da ogni x reale
mentre ex ≤ 2 vale se e solo se x ≤ log 2.
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Dominio: (−∞, log 2]
• Limiti per x che tende agli estremi del dominio:
Usando |ex − 1| = 1− ex per x ≤ 0, si ha:
lim
x→−∞ f(x) = limx→−∞
√
ex = 0
quindi la retta y = 0 (asse x) e` asintoto orizzontale per x→ −∞.
Poiche` la funzione e` continua, si ha poi
lim
x→log 2
f(x) = f(log 2) = 0.
• Derivata sinistra e derivata destra nel punto x = 0
Usando
f(x) =

√
ex, x ≤ 0
√
2− ex, 0 ≤ x ≤ log 2
si ottiene
f ′−(0) = lim
x→0−
f(x)− f(0)
x
= lim
x→0−
ex/2 − 1
x
=
1
2
,
f ′+(0) = lim
x→0+
f(x)− f(0)
x
= lim
x→0+
√
2− ex − 1
x
=H lim
x→0+
−ex
2
√
2− ex = −
1
2
.
La funzione non e` derivabile nel punto x = 0. Nel punto (0, 1) il grafico
presenta una cuspide (due semirette tangenti con diversa inclinazione).
• Limite (sinistro) del rapporto incrementale nel punto x = log 2.
lim
x→log 2
f(x)− f(log 2)
x− log 2 = limx→log 2
√
2− ex
x− log 2 =
H lim
x→log 2
−ex
2
√
2− ex = −∞.
La funzione non e` derivabile per x = log 2. Nel punto (log 2, 0) il grafico ha
tangente verticale.
• Derivata negli altri punti del dominio.
f ′(x) =

1
2
ex/2, x < 0
−ex
2
√
2− ex , 0 < x < log 2
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• Intervalli massimali chiusi dove la funzione e` strettamente monoto`na.
Crescente in I = (−∞, 0], decrescente in J = [0, log 2].
• Eventuali punti di massimo o minimo locali e valori corrispondenti.
Si ha un punto di massimo (assoluto) per x = 0 con valore f(0) = 1 ed
un punto di minimo (assoluto) per x = log 2 con valore f(log 2) = 0.
• Riassumere in un grafico tutti gli elementi precedenti ed aggiungere lo
studio della posizione del grafico rispetto alle rette/semirette tangenti.
Prestare attenzione in particolare al punto di cuspide (0, 1) e alla tangen-
te verticale in (log 2, 0). Per quanto riguarda la posizione del grafico rispetto
alle rette tangenti o alle semirette tangenti, queste ultime nel punto (0, 1),
basta studiare la convessita` della funzione. La derivata seconda consente di
concludere che la funzione ex/2 e` convessa quindi tale e` anche f nell’inter-
vallo I = (−∞, 0]. Il grafico della restrizione di f ad I giace al di sopra di
tutte le tangenti, compresa la semiretta tangente a sinistra in (0, 1).
La funzione
√
2− ex, quindi anche f , e` concava in J = [0, log 2]. Il grafico
della restrizione di f a J giace al di sotto di tutte le tangenti, compresa la
semiretta tangente a destra in (0, 1).
• Sia g : J → g(J) la restrizione di f all’intervallo chiuso J in cui f
e` decrescente. Usando il teorema della derivata dell’inversa, da g(0) = 1
dedurre la derivata (g−1)′(1) di g−1 nel punto 1 riportando la formula che
collega (g−1)′(1) e g′(0):
La derivata di g nell’estremo 0 di J = [0, log 2] e` la derivata destra di f
in 0: g′(0) = −1/2.
Usando il teorema della derivata dell’inversa, da g(0) = 1 segue
(g−1)′(1) =
1
g′(0)
= −2.
• Esplicitare la funzione inversa g−1 : g(J)→ J indicando il suo dominio
g(J), insieme dei valori assunti da g nell’intervallo J , e l’espressione di g(x)
per x ∈ g(J).
Il dominio dell’inversa e` l’intervallo g(J) = [0, 1] dei valori assunti da
g(x) =
√
2− ex per x ∈ J , J = [0, log 2].
Per 0 ≤ x ≤ log 2 e 0 ≤ y ≤ 1, si ha y = √2− ex se e solo se x =
log(2− y2), da cui, indicando nuovamente con x la variabile del dominio, si
ottiene g−1(x) = log(2− x2), 0 ≤ x ≤ 1.
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• Dal grafico y = g(x), dedurre il grafico y = g−1(x). Giustificare in
maniera geometrica il fatto che (g−1)′(0) = 0.
Basta riflettere il grafico y = g(x) rispetto alla bisettrice y = x. In
particolare la funzione g−1 e` strettamente decrescente come g, derivabile in
tutti i punti interni al proprio dominio [0, 1]. L’insieme dei suoi valori e`
l’intervallo [0, log 2]. Nell’estremo 1 abbiamo gia` osservato che la derivata e`
−2 mentre nell’estremo 0 la derivata vale 0: la tangente verticale al grafico
di g nel punto (log 2, 0) diventa una tangente orizzontale al grafico di g−1
nel punto (0, log 2).
Esercizio D
Scrivere il polinomio di Mc Laurin di ordine 3 della funzione
f(x) = 8
√
1− 3 sinx+ x2 − 8 + 12x
Componendo gli sviluppi
8
√
1 + y = 8 + 4y − y2 + 1
2
y3 + o(y3), y → 0,
−3 sinx+ x2 = −3x+ x2 + 1
2
x3 + o(x3), x→ 0,
si ha
f(x) = 8 + 4
(
−3x+ x2 + 1
2
x3
)
−
(
−3x+ x2 + 1
2
x3
)2
+
1
2
(
−3x+ x2 + 1
2
x3
)3
+
−8 + 12x+ o(x3) =
8− 12x+ 4x2 + 2x3 − 9x2 + 6x3 − 27
2
x3 − 8 + 12x+ o(x3) =
−5x2 − 11
2
x3 + o(x3)
• Dedurne poi l’equazione della retta tangente al grafico nel punto (0, f(0)):
Guardando allo sviluppo di ordine 1 si ha che la retta tangente ha
equazione y = 0 (asse x)
• Dire se x = 0 e` punto di massimo, minimo, flesso discutendo la posizione
locale del grafico rispetto a tale retta:
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Il termine −5x2 nello sviluppo dice che localmente f(x) < 0 per x 6= 0,
quindi x = 0 e` punto di massimo locale.
• Indicare infine il valore del limite
lim
x→0+
8
√
1− 3 sinx+ x2 − 8 + 12x+ 5x2
(1− cosx)3/2
Poiche` il numeratore equivale a −11x3/2 ed il denominatore a (x2/2)3/2,
tale limite vale
lim
x→0+
−11x3/2
(x2/2)3/2
= −11
√
2
Esercizio E
Dato l’integrale ∫ +∞
0
1
(x+ 1)α (
√
x+ 1)α
dx
dire per quali valori di α esiste finito
La funzione da integrare e` continua e positiva nell’intervallo [0,+∞)
quindi l’integrale esiste e vale la misura del sottografico. Poiche`
f(x) ∼ 1
x3α/2
, x→ +∞,
l’integrale e` finito se e solo se α > 2/3. Negli altri casi vale +∞.
•Calcolarne il valore per α = 1 riportando i passaggi principali
Operando la sostituzione y =
√
x, dx = 2ydy, si ottiene l’integrale di
funzione razionale ∫ +∞
0
2y
(y2 + 1)(y + 1)
dy.
Scriviamo la funzione da integrare come somma di fratti semplici:
2y
(y2 + 1)(y + 1)
=
A
y + 1
+
By + C
y2 + 1
.
Determinando le costanti abbiamo
A =
2y
(y2 + 1) |y=−1
= −1,
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poi
2y
(y2 + 1)(y + 1)
= − 1
y + 1
+
By + C
y2 + 1
se e soltanto se
2y = (B − 1)y2 + (B + C)y + (C − 1)
quindi, uguagliando i coefficienti nell’ordine, se e solo se
B − 1 = 0
B + C = 2
C − 1 = 0
.
La prima e la terza equazione forniscono
B = 1
C = 1
,
la seconda e` combinazione lineare delle altre due e risulta verificata per gli
stessi valori di B e C.
Possiamo ora calcolare una primitiva per y ∈ [0,+∞):∫ 2y
(y2 + 1)(y + 1)
dy = −
∫ 1
y + 1
dy +
∫
y + 1
y2 + 1
dy =
− log(y + 1) + 1
2
log(y2 + 1) + arctan y =
log
(y2 + 1)1/2
y + 1
+ arctan y.
L’integrale dato vale quindi∫ +∞
0
2y
(y2 + 1)(y + 1)
dy = lim
b→+∞
∫ b
0
2y
(y2 + 1)(y + 1)
dy =
lim
b→+∞
[
log
(y2 + 1)1/2
y + 1
+ arctan y
]b
0
=
lim
b→+∞
(
log
(b2 + 1)1/2
b+ 1
+ arctan b
)
= log 1 +
pi
2
=
pi
2
= 1.5707 . . .
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Esercizio F
Enunciare e dimostrare il Teorema di Torricelli-Barrow
Per la domanda di teoria consultare i testi consigliati.
Soluzione 2.7.6 (Testo 1.8.6)
Esercizio A
Si consideri l’equazione in campo complesso p(z) = 0 con p(z) = z4 + 6z3 +
18z2 + 30z + 25.
• Dal fatto che una delle soluzioni e` z1 = −2 + i, spiegare come si puo`
prevedere, prima di effettuare la divisione, che z2 + 4z + 5 e` un divisore di
p(z). (3 pt)
Il polinomio e` a coefficienti reali quindi le sue radici sono coniugate:
anche −2− i e` una radice. Il polinomio e` quindi divisibile per (z+2− i)(z+
2 + i) cioe` per z2 + 4z + 5.
• Scrivere tutte le soluzioni della equazione p(z) = 0 (solo risultato, (6
pt))
Eseguendo la divisione si ottiene
p(z) = (z2 + 4z + 5)(z2 + 2z + 5)
da cui le soluzioni sono:
z1 = −2 + i, z2 = −2− i, z3 = −1− 2i, z4 = −1 + 2i.
Esercizio B
Determinare il limite della successione(
n
n− 1
)n3(1−cos(1/n))
riportando i passaggi significativi.
Poiche` 1 − cos(1/n) ∼ 1/2n2 per n → ∞, l’esponente equivale ad n/2.
Il limite si presenta nella forma indeterminata 1∞.
Posto an la successione data, abbiamo
an =
[(
1 +
1
n− 1
)n−1]n3(1−cos(1/n))n−1
.
150 CAPITOLO 2. SOLUZIONI
La successione tra parentesi quadre converge al numero di Nepero e mentre
il suo esponente tende a 1/2. Il limite di an vale quindi
√
e.
Esercizio C
Data la funzione di variabile reale
f(x) = log
(
1 +
| log x|
x
)
determinare i seguenti elementi.
La funzione e` definita per x > 0. Dominio: (0,+∞).
• Limiti per x che tende agli estremi del dominio:
Vale
lim
x→+∞
| log x|
x
= 0, lim
x→0+
| log x|
x
= +∞
quindi anche
lim
x→+∞ f(x) = limy→1 log y = 0, limx→0+
f(x) = lim
y→+∞ log y = +∞
• Derivata sinistra e derivata destra nel punto x = 1:
Usando
f(x) =

log
(
1 +
log x
x
)
, x ≥ 1
log
(
1− log x
x
)
, 0 < x ≤ 1
e le regole di De L’Hospital si ottiene
f ′+(1) = lim
x→1+
f(x)− f(1)
x− 1 =
H lim
x→1+
f ′(x) =
lim
x→1+
x
x+ log x
· 1− log x
x2
=
lim
x→1+
1− log x
x2 + x log x
= +1;
f ′−(1) = lim
x→1−
f(x)− f(1)
x− 1 =
H lim
x→1−
f ′(x) =
lim
x→1−
x
x− log x ·
−1 + log x
x2
=
lim
x→1−
−1 + log x
x2 − x log x = −1.
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La funzione non e` derivabile nel punto x = 1. Nel punto (1, f(1)) =
(1, 0) il grafico presenta una cuspide (due semirette tangenti con diversa
inclinazione).
• Derivata negli altri punti del dominio:
Come gia` usato nel punto precedente,
f ′(x) =

1− log x
x2 + x log x
, x > 1
−1 + log x
x2 − x log x, 0 < x < 1
• Intervalli massimali dove la funzione e` strettamente monoto`na:
Dal segno della derivata si ha che f e` strettamente decrescente in (0, 1]
ed in [e,+∞); strettamente crescente in [1, e].
• Eventuali punti di massimo o minimo locali e valori corrispondenti:
Punto di minimo assoluto in x = 1 con valore f(1) = 0; punto di massimo
relativo per x = e con valore f(e) = log
e+ 1
e
= log(e+ 1)− 1.
• Riassumere in un grafico tutti gli elementi precedenti:
Tenere conto di tutti gli elementi precedenti: asintoto y = 0 per x →
+∞, asintoto verticale x = 0, monoton`ıa negli intervalli, punti di massimo
e minimo, punto di cuspide.
• Consideriamo la restrizione di f all’intervallo chiuso I1 in cui f e` cre-
scente. Enunciare il Teorema del valor medio di Lagrange e dedurne, ap-
plicandolo al caso in questione, che esiste un punto c interno ad I1 tale che
f ′(c) =
log(e+ 1)− 1
e− 1 :
Nell’intervallo [1, e] la funzione f e` continua, e` derivabile nell’intervallo
(1, e). Soddisfa quindi le ipotesi del Teorema di Lagrange. Ne segue che
esiste un punto interno c tale che f ′(c) =
f(e)− f(1)
e− 1 =
log(e+ 1)− 1
e− 1 .
• Illustrare con un grafico il punto precedente interpretando geometrica-
mente il Teorema del valor medio di Lagrange:
Tracciare il grafico della restrizione di f all’intervallo [1, e] e la retta
secante agli estremi. Tracciare poi una retta tangente in un punto (c, f(c)) in
maniera che sia parallela a questa secante. Il Teorema di Lagrange assicura
che una tale retta tangente esiste.
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Esercizio D
Scrivere il polinomio di Mc Laurin di ordine 3 della funzione
f(x) = 2 log(coshx− x) + 2x
Componendo gli sviluppi
coshx− x = 1− x+ 1
2
x2 + o(x3), x→ 0,
2 log(1 + y) = 2y − y2 + 2
3
y3 + o(y3), y → 0,
si ha
f(x) = 2
(
−x+ 1
2
x2
)
−
(
−x+ 1
2
x2
)2
+
2
3
(
−x+ 1
2
x2
)3
+ 2x+ o(x3) =
−2x+ x2 − x2 + x3 − 2
3
x3 + 2x+ o(x3) =
1
3
x3 + o(x3)
• Dedurne poi l’equazione della retta tangente al grafico nel punto (0, f(0)):
Guardando allo sviluppo di ordine 1 si ha che la retta tangente ha
equazione y = 0 (asse x).
• Dire se x = 0 e` punto di massimo, minimo, flesso discutendo la posizione
locale del grafico rispetto a tale retta:
Il termine x3/3 nello sviluppo dice che localmente f(x) < 0 per x < 0,
f(x) > 0 per x > 0, quindi x = 0 e` punto di flesso (il grafico attraversa la
retta tangente).
• Indicare infine l’asintoto orizzontale per x → +∞ della funzione g(x)
seguente che coincide con x3f(1/x):
g(x) = x3
(
2 log
(
cosh
1
x
− 1
x
)
+
2
x
)
Poiche` 1/x → 0 per x → +∞, possiamo usare lo sviluppo precedente
ottenendo
g(x) = x3
(
1
3x3
+ o
(
1
x3
))
=
1
3
+ o(1), x→ +∞.
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L’asintoto ha equazione
y =
1
3
.
Esercizio E
Consideriamo l’integrale ∫ +∞
3
1
x2(x+ 3)
dx
Utilizzando il criterio del confronto, dire perche` esiste finito.
La funzione da integrare e` continua e positiva nell’intervallo [3,+∞)
quindi l’integrale esiste e vale la misura del sottografico. Poiche`
f(x) ∼ 1
x3
, x→ +∞,
l’integrale e` finito.
•Calcolarne il valore riportando i passaggi principali
Scriviamo la funzione razionale da integrare come somma di fratti sem-
plici:
1
x2(x+ 3)
=
A
x
+
B
x2
+
C
x+ 3
.
Determinando le costanti abbiamo
B =
1
x+ 3 |x=0
=
1
3
, C =
1
x2 |x=−3
=
1
9
poi
1
x2(x+ 3)
=
A
x
+
1/3
x2
+
1/9
x+ 3
se e soltanto se
1 = (A+ 1/9)x2 + (3A+ 1/3)x+ 1
quindi, uguagliando i coefficienti nell’ordine, se e solo se
A = −1
9
.
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Possiamo ora calcolare una primitiva per x ∈ [3,+∞):∫ 1
x2(x+ 3)
dx = −1
9
∫ 1
x
dx+
1
3
∫ 1
x2
dx+
1
9
∫ 1
x+ 3
dx =
−1
9
log x− 1
3x
+
1
9
log(x+ 3) =
1
9
log
x+ 3
x
− 1
3x
.
L’integrale dato vale quindi
lim
b→+∞
∫ b
3
1
x2(x+ 3)
dx =
lim
b→+∞
[
1
9
log
x+ 3
x
− 1
3x
]b
3
=
lim
b→+∞
(
1
9
log
b+ 3
b
− 1
3b
− 1
9
log 2 +
1
9
)
=
−1
9
log 2 +
1
9
Esercizio F
Enunciare e dimostrare le relazioni tra segno della derivata prima ed anda-
mento di monotonia negli intervalli deducibili dal Teorema di Lagrange.
Per la domanda di teoria consultare i testi consigliati.
